1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:
a) Vhr—6=2++Va—2 b) Vbhr—5=2+Va—2;
) Vhr—4=2+Va—2 d) Vhr—14=2++Vx —2.

Megoldas. Dolgozzunk a vbx —a = 2 + V& — 2 egyenlettel. Az egyenlet sokféle moédon oldhaté meg. Emeljiik
négyzetre az egyenlet mindkét oldalat (ekkor kovetkezmény egyenletre jutunk), majd rendezziik az egyenletet. Ekkor

dr—a—2=4vVz — 2.
Legyen Vo — 2=y >0, igy o = y* + 2 és az

=0

2_
y -yt 1

egyenlethez jutunk.

a)Haa =6, akkor y> —y =0, y1 =0, yo = 1, igy 1 = 2, x2 = 3 és ezek valoban megoldasok.
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b) Ha a = 5, akkor v —y+ 1= 0, y3 = > igy x3 = i és ez valéban megoldas.

¢) Nincs megoldasa az egyenletnek.

d) A megoldés x4 = 6.

2. A konver ABCD négyszog dtléi merélegesek egymdsra, a BD dtlé felezi az AC dtlét. Az ABC< = 120°,
AC = 4V/3, BD = 8. Szamitsuk ki a négyszig teriletét, oldalait és szigeit.

4v3-8 = 16V/3.

Megoldas. A négyszog teriilete T =

Jelolje F' az atlok metszéspontjat. Ekkor az ABF derékszogi haromszog B cstucsnal 1évs szoge 60°, s mivel AF =
2V/3, igy BF =2, AB = BC =4, BAF< = BCF< = 30°.

Mivel DF = BD — BF = 8 —2 = 6, azért az AFD derékszdgi haromszogben AD*> = (2v/3)° 4 6% = 48,
AD = CD = V48 = 4/3. Igy AD = DC = AC, tehat az ACD egyenls oldala haromszog. A négyszog szogei: 120°,
90°, 60°, 90°.
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3. Igazoljuk, hogy ha —1 < a < 0 vagy 0 < a < 1, akkor o) + T—a2 > 4.

Megoldas. Elegend6 igazolni, hogy

1 1
— + —4>0, ha —-1<a<l és a=#0.
a?  1-—a?
Azonos atalakitasokkal )
1+ 1 4_1—a2+a2—4a2(1—a2)_(2a2—1)
a2 11— a2 N a?(1 — a?) T a2(1—a?)’
(2a* — 1)2 . 2 2 .2 2 . D 9 1
(1= a?) > 0, hiszen (2a® —1)" > 0 és a*(1 — a®) > 0. EgyenlSség pontosan akkor teljesiil, ha a” = 5 azaz ha
a=——=vagy a = ———.
V2T

4. Az 2® +9* =9 és az (v — 4)2 + (y— 8)2 = 1 egyenletid korok kézéppontjdt 6sszekiotd szakasz mely pontjdbdl
hizhato kozos érintd a két korhoz? Irjuk fel az érintdegyenesek egyenletét.

Megoldas. Készitsiink abrat. Errél leolvashato, hogy az x = 3 egyenletd egyenes kozos érint6. Ez a kdzéppontokat
0sszekot y = 2z egyenletii egyenest a Py(3;6) pontban metszi. (A Py pont a C1(0;0) és C2(4;8) pontokat 6sszekotd

— 33— 3
19 — 3 azaz OP) = ZOOQ = 1(4; 8) = (3;6).) A maésik kozos érints egyenletét a
21

szerkesztés modszerével, vagy paraméteresen, vagy trigonometria alkalmazaséaval is megkaphatjuk.

A masik érintének van meredeksége, egyenletét y — 6 = m(z — 3) alakban keressiik. A kozos érint6 a korok
kozéppontjatol sugarnyi tavolsagban halad, tehat az origd és az mx — y + 6 — 3m = 0 egyenes tavolsaga 3, azaz
6 —3m| 3

, ahonnan m = -.
m2 +1 4

szakasznak az a pontja, amelyre
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A masik érint6 egyenlete: 3z — 4y 4+ 15 = 0.

5. Hatdrozzuk meg Yy értékét, ha
x

Y+ 2x y —2x
S = cos .

a) lg?y+1g’z—2lgy-lgz —lgy +lgz = 2; b) co
2z 2z



Megoldas. a) Azonos atalakitasokkal (Igy — lgz)*—(lgy—lgz)—2 = 0, ahonnan lgy—lgz = 2 vagy lgy—lgz = —1,

tehat lgg =2, y_ 100 vagy lgg = -1, y_ —.
T 49 T 5 T xz 10
b)cosy T cos? Ipontosanakkorigaz,hai+1:i—1+2k7r,keZvagyi+1:1—i+2mr,
2z 2z 2z 2z 2z 2z

1
n € Z, azaz 2 = 2km, k = —, ami sohasem teljesiil, hiszen — nem egész szadm vagy L. 2nm, n € Z.
T T x

6. Hatdrozzuk meg azoknak a rendezett (x;y) szdmpdroknak a halmazdt, amelyek kielégitik a kovetkezd egyenlet-
rendszert:

Va2 —dr+4+4+/? —6y+9=1, |z—2/+y=4
Megoldas. A Va? = |a| azonossag alkalmazaséval

e — 2| +y =4.

Az els6 egyenletbdl vonjuk ki a masodikat. Ekkor |y — 3| —y = —3, |y — 3| = y — 3, tehat csak olyan (z;y) szampér
lehet megoldés, amelyre y > 3. Mivel y = 4 — |x — 2|, azért ha = > 2, akkor y = 6 — x és < 3, ha = < 2, akkor
y=x+2é x>1. Legyen x =t, igy 1 <t < 3. Az egyenletrendszert az x = ¢,y =t+2,1 <t < 2ésazx =1,
y=06—t,2 <t <3 szampéarok elégitik ki. (A megoldashalmazhoz tartozo P(x;y) pontok az y = 4 — |x — 2| egyenletd
grafikonnak azon pontjai, amelyekre y > 3.)

7. Egy szabdalyos haromszog csucspontjain dt eqgymdassal parhuzamos egyeneseket hizunk, kézilik a kozépsonek a két
sz€lsdtdl vald tdvolsdga 1, illetve 4. Szamitsuk ki a szabdlyos hdromszig oldalait.

Megoldas. Legyen a kozépss egyenes b, a t6le 1, illetve 4 tavolsagra haladé parhuzamos a, illetve c. A szabélyos
ABC haromszog A cstcsa essen az a, B cstucsa a b, C csticsa a ¢ egyenesre. Természetesen végtelen sok ilyen haromszog
létezik, s ezek egybevagodk. Helyezziik el az A pontot az a egyenesen, a B-t a b egyenesen ugy, hogy az ABC haromszog
koriiljarasi irdnya pozitiv legyen. Legyen az A pont vetiilete a b egyenesen Aj, a c egyenesen Ag, a B pont Vetiilete ac
egyenesen B;. Ekkor BA; = B1 Ay = B1C + C As. Ha a haromszog oldala a, akkor BA; = v/ a 1, B1C = v a? — 16,

CAs = Va2 — 25, igy
Va2 —1=+/a2 — 16 + Va2 — 25.

Négyzetre emeléssel, majd rendezéssel:

a? —1=2a* — 41 +2y/(a? — 16)(a® — 25),
40 — a? = 2v/a* — 41a2 + 400,
40% — 80a? + a* = 4a* — 1644 + 402,

ahonnan a? = 28, a = 2v/7. A szabélyos haromszog oldalanak hossza 2v/7.

8. a) Igazoljuk az a® + b2 + ¢ > ab + be + ca egyenldtlenséget, ahol a,b,c € R.
b) Igazoljuk, hogy a valds szdmok halmazdn értelmezett

f(@) = (z+a)(x+b)+ (z+b)(z+ )+ (z+c)(z +a)

hozzdrendelési szabdllyal megadott figguvénynek a, b és ¢ barmely valds értéke esetén van zérushelye.
¢) Igazoljuk, hogy a valds szamok halmazdn értelmezett

g(x) =b*2? + (V> +c* —a®)x + 2
hozzarendelési szabdllyal megadott figguvénynek nincs zérushelye, ha a, b és ¢ egy hdromszég hdrom oldala.

Megoldas. a) Vilagos, hogy (a — b)* > 0 minden a,b € R szamra. EgyenlGség pontosan akkor ll fenn, ha a = b.
Igy a® 4+ b > 2ab, b* 4 ¢ > 2bc és ¢ + a® > 2ca, tehéat

242 + 2b% + 2¢% > 2ab + 2be + 2ca,

igy valéban
a?+ b+ > ab + bec + ca,

ahol egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a = b = c.
b) Azonos atalakitasokkal f(z) = 322 +2(a+ b+ c)x + ab + be + ca. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van a, b és
¢ barmely valos értéke esetén zérushelye, ha az f(z) = 0 masodfoku egyenlet diszkriminansa nemnegativ.



A diszkriminéans:
D =4(a+b+c)” —4-3(ab+ be+ ca),

D = 4(a® 4+ b* + ¢* — ab — bc — ca),

igy valéban D > 0.
¢) A g(x) =0 egyenlet D; diszkriminansa:

D, = (b2—|—02—a2)2—4b2 2= (b® +c* —a® + 2be) (b + ¢ — a® — 2bc) =
= ((b+c)2—a2)((b—c)2—a2) =0b+ct+a)b+tc—a)b—c+a)b—c—a).

A héromszog-egyenlétlenség szerint az elsé harom tényezd pozitiv, a negyedik negativ, igy D1 < 0, a g fliggvénynek
valéban nincs zérushelye. (A koszinusztétel alkalmazaséaval is dolgozhatunk.)



