Ko6s Rita—Kos Géza

Amikor az exponencidlis fiiggvény és a logaritmus fogalmat tanuljuk, a 2-es és a 10-es alap valasztésa tinik a
legkézenfekvisbbnek. A 2-es alap el6nye, hogy a kis pozitiv egész szdmok kozott sok olyan van, aminek a 2-es alapu
logaritmusa egész. A 10-es alap elénye pedig az, hogy sokjegy szamok logaritmusat is nagyon konnyi egyetlen, néhany
oldalas logaritmustabla segitségével meghatarozni. Amilyen természetesnek tlnik a 2-es és a 10-es alapu logaritmus,
olyan megdobbentd, hogy ,természetesnek” mégsem ezeket nevezziik, hanem egy teljesen mesterséges szamot valasztunk
alapul. Ezt a mesterséges alapot Euler nyoméan e-vel jeldljiik, értéke kozelit6leg e ~ 2,71828182845904523536.

1 n
Az e szamot a legtobb tankonyv az <1 + —) sorozat hatarértékeként, tehat egy 1°° alaka hatarértékként definialja.
n

1
Masok (Eulerhez hasonléan) igy definialjak: e = 14 T +5t 3 +--- . Egyik definici6 sem alkalmas arra, hogy az e-vel

kozvetleniil aritmetikai miiveleteket végezziink. S6t, Euler, Liouville és Hermite eredményeibdl azt is tudjuk, hogy az
e szam semmilyen egész egyiitthatos polinomnak sem gyoke; mas szoval, a m-hez hasonloan, transzcendens [3]. Az e
szammal nem konnyd szamolni.

Kiilon6sen a komplex fiiggvénytan mutatott ra, hogy az e” fliggvény nagyon szoros kapcsolatban all a trigonomet-

rikus fiiggvényekkel, és ezédltal az e kozeli rokona a m-nek. Nagyon sok olyan eset van, amikor ez a két szam egyiitt
n n
fordul el§ egy matematikai eredményben, példaul a Stirling-formula szerint n! ~ v/27mn (—) .
e
Az e szam tehat nem azért természetes, mert konnyd vele szdmolni, hanem mert olyan specialis tulajdonséigai

vannak, amelyek matematikai vizsgalatokban sokkal fontosabbak, mint az aritmetikai kezelhet&ség. Ebben a cikkben
az egyik — a legfontosabb — tulajdonsagat fogjuk vizsgalni, amely ott all az Gsszes tobbi hatterében.

Egy kis matematikatorténet

A XV-XVI. szazad Eurépajiban egyre fontosabba valt az ipar, a hajozés, a csillagaszat, a kereskedelem, mely
teriiletek nemcsak miszaki, hanem matematikai vivméanyoknak is koszonhették azt, hogy egyre professzionalisabba
valtak. A pénzemberek szamara oly fontos kamatos kamat szamitasdhoz tablazatokat készitettek (pl. Simon Stevin).
Az ezekkel valo szamolast szerette volna Joost Biirgi (1552-1632) felgyorsitani az altala készitett tablazat segitségével.

n
A svéjci miszerkészité mester adott p kamatlab mellett az (1 + %(;()) ,(n=0,1,2,...) mértani sorozathoz elemenként

a 0,10,20,...,10n szamtani sorozat elemeit rendelte. Igy az els6 sorozat barmely két elemének szorzatdhoz éppen az

a szam tartozik, amely a megfelel§ szamtani sorozatbol valo elemek Gsszege. A két sorozatot egymastol szinezéssel
n

kiilonboztette meg (piros—fekete). A ma méar természetes jeloléssel tehat log, (1 + LY =10

A tablazat ugyan mar 1611-ben elkésziilt, &m csak kilenc évvel késGbb jelent meg. Ennek koszonhette John Napier
skot matematikus, hogy elGszor az 6vé valt ismertté (1614). Napier munkaja annak a mozgasnak a kozelits leirasa-
bol szarmazik, amikor valaki egy d hossztsagi tton halad dgy, hogy sebességének mérdszama minden pillanatban
megegyezik a hatralevs ut hosszaval. Az id6t rovid, A hossziségu szeletekre vagta, és a sebességet minden szeletben
allandonak vette. Az igy kapott ut—idd értékekbdl tablazatot készitett. A megfeleltetést a gorog logosz, azaz arany és
arithmosz, azaz szim Osszegyurasadbol latinosan logaritmusnak nevezte el.
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A tablazat elkészitésekor Napier a A szamot 10~ -nek valasztotta (d-t pedig 107-nek), mai szohasznélattal tehat azt
107
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Napier munkéjat az Oxfordi Egyetem geometria professzora, Henry Briggs fejlesztette tovabb. Els6ként azt szerette
volna, hogy log1 = 0, azaz az alapszakasz hossza 107 helyett egységnyi legyen. Masodsorban kivanatosnak tartotta,
hogy a 10 logaritmusa tiznek egy hatvanyaként alljon el. Szamos lehet&ség megvitatdsa utan a log10 = 1 mellett
dontottek, ami nemcsak a tizes alapd logaritmus megsziiletését jelentette, hanem magénak a logaritmus alapjdnak
megfogalmazasat is. (Tehat ha egy szam a-nak az L-edik hatvanya, akkor a szam « alapu logaritmusa L.)

A 2/718. .. szam elsS ismert el6forduldsat Napier Descriptio cimd mive angol forditasanak fiiggelékében talalhatjuk.
(A fluggeléket feltehetsleg William Oughtred irta.) Itt szerepel a kovetkez6 megallapitas: log, 10 = 2,302585, ahol
a =~ 2,71828. Egy masik érdekes korai eredmény Gregory of Saint-Vincent nevéhez fiz6dik, aki 1647-ben a derékszogi
hiperbola alatti teriiletet szamitotta ki. Szerinte az xy = 1 egyenletd hiperbola és az z-tengely egységnyi teriiletet fog
kozre az © = 1-t6l kezdve = = e-ig.

Euler az e szamot az 1727-28-bol szarmazo Elmélkedés az dgyizds legujabb tapasztalatairél (Meditatio en experi-
menta explosione tormentorum nuper instituta) cimi kézirataban hasznélta elészor. Késsbb egy — Goldbachnak irt —

is mondhatjuk, hogy Napier-féle tablazatban a logaritmus alapja | 1



levelében talalkozhatunk az e-vel (1731), nyomtatasban legelGszor 1736-ban jelent meg a Mechanica cimd tanulmany-
ban.

A szimbolum megvalasztasdnak miértjérsl csak talalgatni lehet. Vannak, akik szerint az e az exponencidlis sz
kezdébetiije, masok az a, b, ¢, d — az akkori matematikat mivel6k kozott bevetten hasznalt — bettik soraban kovetkezst
latjak benne. A rosszméajiak és irigyek véleménye természetesen az, hogy Euler a szdmot 6nmagarol nevezte el.

Euler megmutatta, hogy az e szam irracionalis. 1844-ben Liouville bebizonyitotta, hogy egyetlen egész egyiitthatos
masodfoki polinomnak sem gyoke, s6t, Hermite 1873-ban azt is bebizonyitotta, hogy transzcendens.

A komputertechnika fejlédésével egyre tobb jegyét szamoljak ki e-nek, a minél pontosabb meghatarozasért folyd
verseny napjainkban is tart. (1999-ig 10 nagysagrendi tizedes jegyet allapitottak meg.)

Az exponenciilis fiiggvény meredeksége

Az e szam legérdekesebb és egyben legfontosabb tulajdonsiga az exponenciilis és logaritmusfiiggvények meredek-
ségével kapcsolatos.

A kiilonféle alapt exponenciélis fliggvények grafikonjait a kozépiskolabol viszonylag jol ismerjik. Az = — o
fliggvény szigortian monoton ng, ha a > 1, szigorttan monoton fogy, ha 0 < a < 1 és azonosan 1, ha a = 1. Minden
esetben igaz az, hogy a grafikon egy folytonos gorbe, amely atmegy a (0; 1) ponton.

Tetszbleges alap esetén igaz, hogy az a” fliggvény konvex. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a grafikon barmelyik
két pontjat egy egyenes szakasszal Osszekotve, a szakasz a grafikon folott helyezkedik el (1. dbra).

1. dbra

A konvexitast formalisan is leirjuk. Legyen A = (x;a”) és B = (y;a¥) a két végpont. Az AB szakasz egy belss
C pontjat ugy hatarozzuk meg, hogy a szakaszt valamilyen aranyban felosztjuk. Ha az arény ¢ : p, ahol p, ¢ pozitiv
szamok és p + ¢ = 1, akkor az osztopont koordinatai C' = (px + qy; pa® + ga), a grafikon C jalatti” pontja pedig
D = (px + qy; aP* ). Az tehat, hogy az exponenciélis fiiggvény konvex, azt jelenti, hogy a”* ™% < pa® + qa? teljesiil
barmelyik lehetséges x, y, p, ¢ szdmnégyes esetén.

Azt, hogy az exponencidlis fliggvény konvex, a silyozott szdmtani és mértani kézepek kozotti egyenlStlenség segit-
ségével bizonyithatjuk be. Az a?*T% és pa® + qa? kifejezések nem méasok, mint az a” és a? szamok stlyozott mértani,
illetve szamtani kozepe a p és g stulyokkal.

Az exponencialis fliggvény grafikonjahoz barmelyik pontjaban, igy a (0;1) pontban is érint6t huzhatunk. (Ennek
bizonyitasatol most eltekintiink.) Az érint6 meredeksége természetesen attol fiigg, hogy mi az alap. A tovabbiakban
arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen alap esetén lesz a (0;1)-ben huzott érint6 meredeksége 1, azaz mikor érinti az
exponencialis fiiggvény az y = = + 1 egyenest. A keresett alapot jeloljiikk — egyelére — a-val.

Az a szémra jo becsléseket az érint6 (0;1)-hez kozeli pontjai segitségével kaphatunk. ElGszor vegyiink egy nagy

1 1
pozitiv valos szamot (x) és tekintsiik az (—; 1+ —) pontot. A konvexitas miatt a teljes érintG a grafikon alatt van
x x

1 1 Y
(kivéve az érintési pontot, 2. dbra), tehat az > 1 4+ —; z-edik hatvanyra emelve a > (1 + —) .
x T




2. dbra

1

Masodik becsléslinkhoz tekintsiika [ ——;1 — ——
z+1 z+1

1
> pontot. Ez a pont is a grafikon alatt van, tehat a™ «+1 >

1— T Ezuattal —(x 4 1)-edik hatvanyra emelve (mivel a kitevs negativ, az egyenlStlenség iranya megfordul!),

—(z+1) x+1
1 1

a < (1 — ) = (1 + —) .
r+1 T

Osszefoglalva, a keresett alapra teljesiilnie kell, hogy tetszéleges = > 0 esetén

1 T 1 x+1
<1+—)<a<<1+—> .
x x
Itt azonnal meg lehet kérdezni, hogy az x helyére nagyobb szamot irva erGsebb becslést kapunk-e. Megmutatjuk,
+1

1 xr xr
hogy igy van, az = — (1 + —) fiiggvény monoton né, az x — (1 + —) fiiggvény pedig monoton fogy.
x x

T+

1\" 1y
Legyen 0 < u < v két tetszbleges pozitiv valés szadm. ElGszor azt fogjuk megmutatni, hogy (1 + —) < (1 + —) .
u v

1\* 1 1
Legyen b = <1 + —> ; az x — b” fiiggvény grafikonja atmegy az U = <—; 1+ —) ponton (3. dbra).
u u u

1 1 1 1
A konvexitas miatt a V = (—; 14 —) pont a b” fliggvény grafikonja folott van, tehat 1 + — > bv. A v-edik
v v v

b= (1+1) <(1+3).
U v

hatvanyokat véve

/
//1 +x
3. dbra

1

u+1
1
Legyen most ¢ = (1 + —) . Az z — ¢ fliggvény grafikonja atmegy a P = (—
U

- 1_
u+1’ u+1

) ponton.

1 1 _ 1 1
AQ= (—m; 1— U——H) pont a grafikon f6l6tt van, tehat ¢ v+1 < 1— T Ezt —(v+1)-edik hatvanyra emelve

u+1 v+1
az egyenlGtlenség irdnya ismét megfordul, ¢ = (1 + —) > (1 + —) (4. dbra).
U v
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4. dbra



Természetesen mindkét fliggvény monotonitasat kozvetleniil is igazolhatjuk a sdlyozott kozepek kdzotti egyenlst-

lenségekkel. Irjuk fel az 1 + — és 1 szamokra a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget az u, illetve v — u
U

stlyokkal:
1
U v (141 —u) -1
<<1+l) .1vu) < u ( +u)+(v u) ,
U v
I 1y
(141) <(1+3) -
U v

Hasonloan irjuk fel a stlyozott harmonikus és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget is az u + 1 és v — u stlyokkal:

1

1 1 u+1 v+1
% < <<1+—> '1”"> ,
T u

1 v+1 1 u+1
(1+3) <(1+1)
[ u

A monoton névekvs alsoé becslés és a monoton fogyo felsé becslés hanyadosa 1-hez tart. Ebbdl kovetkezik, hogy a
két fliggvénynek kozos hatarértéke van a végtelenben (5. dbra). Ha a kozos hatarértéket (amit most mar nyugodtan
nevezhetiink e-nek) valasztjuk az exponencialis fliggvény alapjanak, a (0;1) pontbeli érinté irdnya éppen 45°-0s lesz.
Az e szamnak ez az a tulajdonsiga, ami miatt a matematika legkiilonfélébb teriiletein felbukkan.
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5. dbra

Az e” fliggvénynek nem csak a (0;1)-beli meredeksége érdekes. A grafikon tetszoleges (x; e®) pontjaban az érinté

meredeksége éppen e, vagy mas szoval, (e*) = e®. Ez a tulajdonsag is az elobb latottak egyszert kivetkezménye.
ge epp ) vag g a: g

A célunk az volt, hogy ramutassunk az okra, ami miatt az (1 + — | sorozat hatarértéke kiilonleges, hogy miért
n

éppen ezt a szamot érdemes az exponencidlis és a logaritmusfiiggvény alapjanak valasztani.
Egy tankonyvben, ahol a gondos, preciz felépités nagyon fontos, a sorrend tobbnyire teljesen mas. Az e szamot

joval azel6tt szokas definidlni, mint hogy érint6krél és azok meredekségérsl, azaz differencidlasrél szé esne. ElGbb — a
n

sorozatok hatarértékérdl szolo fejezetekben — bebizonyitjuk, hogy az <1 + — | sorozat konvergens, és a hatarértékét
n

elnevezziik e-nek. Csak késébb, a fiiggvények hatarértéke és a folytonossag fogalménak bevezetése utan, a differencia-
lasrol szolo fejezetben talalkozunk azzal, hogy az e” fliggvény milyen érdekes a derivalas szempontjabol.

Feladatok

1 n
1. Legyen n tetszoleges pozitiv egész. Adjunk kozvetlen bizonyitast arra, hogy (1 + ﬁ) < 3.

1 1 1
2. Bizonyitsuk be, hogy 1 + T + B + 30 +...=e.

xr
3. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges a valds szam esetén az (1 + E) fiiggvénynek van hatarértéke a co-ben.
x

4. Definialjuk az exp fliggvényt a kovetkezsképpen: exp (a) = lim (1 + ﬂ) . Mutassuk meg, hogy exp (a + b) =
x

Tr—r 00
exp (a) - exp (b), és valojaban exp (a) = e”.
2 3
5. Bizonyitsuk be, hogy e* =1 + % + % + % +....



Hatha valaki nem ismeri

A differencidloperator Gsszetaldlkozik egy fiiggvénnyel. Azt mondja neki az operator:
— Add nekem az értékkészletedet, kiilonben megderivallak!
— Hahaha! En vagyok az e”.

Az e tizedes jegyeinek megjegyzésére tobb vicces mondatot, verset gondoltak ki, amelyekben minden szamjegynek
egy-egy sz0 betiinek szama felel meg, példaul

,,By omnibus I traveled to Brooklyn.”

,,We present a mnemonic to memorize a constant so exciting that Euler exclaimed: ¢!’ when first it
was found, yes, loudly ‘!’. My students perhaps will compute e, use power or Taylor series, an easy
summation formula, obvious, clear, elegant!’’ (Barel, 1995)
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