Besenyei Adam (Budapest)

A folytonos gorbe” kifejezés hallatan hajlamosak vagyunk elGszor egy, a szo szoros értelmében egybefiiggéen
megrajzolhaté ,yonalra” gondolni. A gorbe fogalma azonban a vartnal bonyolultabb, és a rola alkotott naiv elképzeléshez
képest szamos meglepetést tartogat a szamunkra. Giuseppe Peano (1858-1932) olasz matematikus 1890-ben egyik
dolgozataban olyan goérbére mutatott példat, amely — szemléletiinknek igencsak ellentmondva — a sikon egy négyzet
minden pontjan athalad. Azota t6bb konstrukeio is sziiletett ilyen gérbékre, melyeket szokas Peano-gorbének is hivni.
A kovetkezdkben kétféle modon bizonyitjuk Peano-gorbe létezését, és megvizsgaljuk bizonyos tulajdonsagait. A goérbe
megrajzolasara persze — éppen jellemzd tulajdonsiga folytan — semmiképpen sem vallalkozhatunk.

El6szor ismerkedjiink meg a gorbékkel kapcsolatos alapvet6 fogalmakkal.

Egy f: [a;b] — R? folytonos fiiggvényrél azt mondjuk, hogy egy girbét reprezental a sikon, magat f-et pedig a
gorbe egy paraméterezésének hivjuk. Példaul az y = x egyenletd egyenes [0; 4] intervallum ,f5l6tt1” szakaszanak kétféle
paraméterezése a kovetkezd:

[0;4] = R® te (t;t) vagy [0;2] > R? ¢t (£2¢%)
és ezen kiviil még sok mas. Természetesen hasonloan értelmezhetiink gorbéket a 3 dimenzios térben (s6t sokkal alta-
lanosabb terekben) is, R? helyett R® modositassal.
1. feladat. Adjuk meg az 2> + y* = 1 egyenletii kér egy paraméterezését.

1. A Peano-gorbe egy konstrukcidja

A most kovetkezs konstrukciohoz sziikségiink van egy (6nmagaban is érdekes) j fogalom, a Cantor-halmaz beveze-
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tésére. Képezziik a C,, halmazokat a kovetkezs modon: Cy legyen a [0; 1] intervallum. Cp-bol elhagyva a nyilt (5; §)

12 78 .
intervallumot, C1-et kapjuk. Hagyjuk el C;1-bél az <§; 5) és (5; 5) intervallumokat, igy kapjuk Cs-t. Altalaban, ha
adott C,_1, akkor C,, alljon azon 2" db 3n hosszu zart intervallumbél, amelyek C),_; intervallumaibél a ,k6zépsd”
nyilt harmadok elhagyésaval keletkeznek. Jelolje C a ,yvégiil megmarado” részt, vagyis a C; halmazok kozos részét.
Szokas C-t Cantor-féle triadikus halmaznak is nevezni.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Cantor-halmaz kontinuum szamossagu. (Segitség: figyeljiik meg a 4. allitdsban
definialt fiiggvényt, és hasznaljuk fel a kévetkez6 allitast is.)

1. allitas. Pontosan azok az x szamok vannak a Cantor-halmazban, amelyeknek van olyan x = 0,a1a2a3...ay ...
hérmas szamrendszerbeli elGallitasa, ahol a; 0 vagy 2 (azaz sohasem 1) minden i-re.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy C,-ben pontosan azok a szamok vannak, amelyeknek van olyan triadikus —
azaz harmas szadmrendszerbeli — elGallitadsa, melyben az els§ n helyen csak a 0, 2 jegyek allnak. Innen azonnal adédik
az allitas.

Vilagos, hogy a C-beli szamok 0, 2 jegyekkel valo elGallitasa egyértelmi. Ugyanis, ha egy ilyen szamnak lenne
kétféle elgallitasa, akkor a legels6 kiilonboz6 jegy az egyikben 0, a méasikban pedig 2. Ekkor viszont a két elGallitas
kiilonbségére (ami persze 0)

0,a1a2a3...2...—0,0,10,20,3...0... Z
Z 0,&1@2&3...2—0,(11(120,3...1 :0,0001

teljesiil, ami lehetetlen. Ennek alapjan a tovabbiakban a Cantor-halmaz elemeire tgy tekinthetiink, mint a 0 és 1
kozotti, a harmas szamrendszerben a 0 és a 2 jegyekkel felirt szamokra. Ertelmezziik ezek utén a kovetkezd fiiggvényt:

f:C = C? 0,a1a2a3a40506. .. — (0,a1a3as ... ; 0,a2a4a6...),
ahol a; 0 vagy 2 minden i-re.
2. allitas. Az el6bb definidlt f fiiggvény folytonos a Cantor-halmazon.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz egy segédallitdsra, elGszor azt igazoljuk.
1. lemma. Ha az x, és a2 Cantor-halmazbeli szimokra |x; — x3| < 3% teljesiil, akkor x1 és xo ,,harmadosvesszd”
utani els6 n jegye megegyezik.
A lemma bizonyitasa. Tegyiik fel (indirekt), hogy csak az elsé &k (k < n) jegylik azonos. Ekkor viszont

|1 — 22| = |0,a1020a3 ... ax2 ... — 0,a1a2a3...a;0...| >
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Z |0,a,1a2a3 . .a,k2 — 0,(11(12@3 . .a,k1| = W Z 3—n



Ez pedig ellentmondaés.
A 2. allitas bizonyitasa. Rogzitsiik az o € C pontot és az € pozitiv szamot. Ekkor van olyan n egész szam,
1
melyre € > ——. Az 1. lemma miatt, ha |z — 20| < 6 = a0 akkor x és x els6 2n harmadosjegye megegyezik. Ekkor

viszont f(x) és f(xo) megfelels koordinataiban az elsé n harmadosjegy ugyanaz (mivel f(z) koordinatait x jegyeinek
a ,szétvalasztasaval” kaptuk). Ez pedig azt jelenti, hogy f(z) és f(xo) megfelels koordinatainak kiilonbsége legfeljebb
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Vegyiik észre azt is, hogy f sziirjektiv, vagyis értékkészlete a teljes C2.

Eddig tehat mar van egy, a Cantor-halmazbol képezs folytonos fiiggvényiink, amely teljesen lefedi C%-et. Mar csak
annyi van hatra, hogy az értelmezési tartomanyéat kiterjessziik a teljes [0; 1] intervallumra, valamint az értékkészletét a
[0; 1] x [0; 1] halmazra (mindezt persze folytonosan). Ez utoébbihoz vegyiik észre, hogy egy Cantor-halmazbeli szamhoz
egyértelmtien hozzarendelhetiink egy kettes szamrendszerben felirt [0;1]-beli szamot. Tekintsiik ugyanis az alabbi
megfeleltetést:

g: 02 — [0, 1] X [0, 1] (O,alag cee 0,0,2&4 .. ) — (O,blbg e 0,b2b4 .. .),

0, ha a; =0
ahol bz— {17 ha ai:2,

valamint 0,b1b3 ... és 0,b2b4 . .. kettes szdmrendszerbeli szamokat jelentenek.

3. allitas. A fent definialt g fiiggvény folytonos.

Bizonyitas. Adott g = (xgl); ng)) € C? ése > 0. Legyen n egész szam, melyre £ >
Mivel

ésx = (x(l);x(z)) € C?.

2n—1

& — a0l = v/ (20 = 2{) + (2@ — ) 2 /(200 — (") = [ — 2],

1
azért |x — zo| < 3 esetén
1

|2 — l’f)i)| <3

1
Vagyis, ha |z — zo| < § = 30 akkor z és xo megfelelg koordinataiban az elsé n harmadosjegy megegyezik. Ez viszont

azt jelenti, hogy g(x) és g(xo) megfelels koordinatéiban az elsé n jegy (a legels$ 0-t nem szamolva) rendre ugyanaz.
Persze itt mar el6fordulhat, hogy g(x)-nek tobbféle kettes szdmrendszerbeli elsallitasa van. Igy csak azt mondhatjuk,
hogy létezik g(x)-nek és g(xp)-nak olyan elgallitasa, melyre a megfelels koordinatakban az els6 n jegy megegyezik. De
akkor
1 1
|g(33) _9(330)‘ < 2% < o1 <e.

Annyit még érdemes megjegyezniink g-vel kapcsolatban, hogy nyilvan sziirjektiv (a [0;1] x [0; 1]-re nézve), de nem
injektiv, vagyis kiilonb6z6 helyeken vehet 6l azonos értékeket.

3. feladat. Igazoljuk, hogy g nem injektiv.

Vizsgéljuk most meg a g( f (x)) fiiggvényt! Elmondhatjuk réla, hogy a Cantor-halmazt folytonosan képezi le a
teljes [0; 1] x [0; 1] halmazra, ami éppen egy egységnégyzet a sikon. A Peano-gorbe megalkotasanak utolso lépéseként
terjessziik ki a g(f(z)) fiiggvényt a teljes [0;1] intervallumra! Ehhez meg kell mondanunk, hogy milyen értékeket
vegyen fel a [0; 1]\ C halmazon. Tudjuk, hogy ez éppen azokbdl a nyilt intervallumokbol all, amelyeket C' elkészitésénél
okidobtunk” [0; 1]-b6l. Egy ilyen intervallum legyen példéul (a;b). Ekkor g(f(x)) legyen linedris ezen az intervallumon,
azaz g(f([a;b])) legyen a g(f(a)) és a g(f(b)) pontokat Gsszekdts szakasz. Konnyen lathato, hogy a kapott fiiggvény
folytonos marad. Vagyis a kiterjesztett fliggvény éppen egy Peano-gorbe paraméterezése.

1. kbévetkezmény (Peano). Létezik [0;1] — [0;1] x [0; 1] folytonos és sziirjektiv leképezés.

A bizonyitas végén érdemes egy kicsit eltin6dni azon, hogy miért is kellett bevezetniink a Cantor-halmazt. Vajon
nem lett volna elég, ha egyszeriien a teljes [0;1]-en tekintjiik a 2. allitdsban szereplé f ,koordinata-szétvéalasztd”
fiiggvényt? A valasz egyszert: a valos szamokon f nem folytonos! Ezt konnyen be is lathatjuk, tekintsiik ugyanis
példaul a (tizes szamrendszerben felirt) 0,1 szamot. Ekkor az x, = 0,099...9 sorozatra (ahol a kilences jegyek szama n)

n—>_7d
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flzn) = (0,099...9; 0,99...9)7L>f<%) — (1%;0)

Innen az is latszik, hogy f folytonossidganak kulcsa az 1. lemma volt. A valds szamokon a lemma megfelelGje nem igaz.
Attol, hogy két valos szam kozel van egymashoz, még nem feltétleniil azonos az elsé néhany jegyiik.



4. feladat. Van-e olyan gorbe, amely teljesen kitolt egy kockat? (Lasd a hatso boritot!)
2. A gorbe egy masik lehetséges konstrukcidja

Ebben a részben David Hilbert német matematikus Gtlete alapjan allitjuk el a gorbét. Ennek segitségével valamivel
szemléletesebb tulajdonsagokat is megtudunk a gorbérsl.

El6szor is vegylik az I = [0;1] zart intervallumot a szamegyenesen, és a @ = [0;1] x [0;1] zart négyzetlapot
a sikon. Osszuk fel az intervallumot négy egyenls részre, a kapott négy zéart intervallum sorrendjiik szerint (balrél
jobbra) szamozva Ill, 121, Ié, Ii. Az el6bbi négy intervallum mindegyikének négy egyenld részre osztésaval kapjuk az
112, e ,1126 intervallumokat, amelyek ugyancsak balrél jobbra szdmozottak (vagyis az els§ négy Ill—ben, a kovetkezo
négy I2l—ben, stb. van). A fenti eljarast ismételjiik ajra és Gjra az egyre kisebb intervallumokkal, igy kapjuk az I;
intervallumokat. Vilagos, hogy rogzitett ¢ esetén az I; zart intervallumokbol 4° darab van, mindegyikiik hossza 4%

1
Hasonl6 eljarast alkalmazunk a négyzetre is. Vagjuk szét QQ-t négy egybevago 3 oldala zart kis négyzetre. Legye-

nek ezek Q1,...,Qy, a szamozast gy végezve, hogy Q} és Q;, (i < 4) szomszédosak legyenek. A fenti kis négyzetek
mindegyikének négy egybevagd négyzetre valo osztasaval keletkeznek a Q7. .., Q3 négyzetek. A szdmozést ugy vé-
gezziik, hogy a Q7. .., Q3 négyzetek Q}-ben, a Q2, ..., Q2 négyzetek Q3-ben sth. fekiidjenek, és egymast kivets (also)
indextiek szomszédosak legyenek. Altalaban, ha mar adott i esetén megvannak a Q; négyzetek (1 < j < 4i), akkor
negyedeléssel kapjuk a 277! oldalhosszt zéart Q;H 1<5< 4”1) négyzeteket. Mégpedig ugy, hogy az elsé négy
Qi—ben, a kovetkez6 négy Qé—ben, és igy tovabb, az utols6 négy Qii—ben legyen, és szomszédos indextek szomszédosak
legyenek. Gondoljuk meg, hogy ez a szdmozas mindig elvégezhets. Egy lehetséges szamozassorozat elsé harom lépését
mutatja az 1. dbra, a berajzolt vonal mentén haladva a négyzetek sorrendjét. (Tovabbi abrak lathatok a hatso boriton.)
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1. dbra

A fenti eljarassal kapcsolatban egy fontos észrevételt tehetiink.

4. allitas. Ha az I;, Ilk intervallumokra I; C Ilk teljesiil, akkor Q;- - Qf. Igaz a megforditas is: Q;- - Qf esetén
It C If.
7 l

A négyzetek és az intervallumok konstrukcioja alapjan az allitas vilagos, belatasat az olvaséra bizzuk.

Miel6tt definidlnank a gorbét, sziikségiink van még néhany allitdsra. Legyen ¢ € I vagy az I egyik végpontja
vagy pedig olyan szam, amely egyetlen intervallumnak sem végpontja (melyek az ilyen tulajdonsagu szdmok?). Ekkor
minden ¢-hez egyértelmien létezik j; ugy, hogy t € I ]11 Mivel az I sz intervallumok egymasba vannak skatulyazva, igy

a 4. allitas értelmében a Q; négyzetek is egymasba skatulyazottak.

o0

5. allitas. A m Q;z halmaz egyelemi.

i=1

Bizonyitas. Tekintsiik a négyzetek vetiileteit Q) egyik vizszintes oldalara. Ezek egymasba skatulydzott zart inter-
vallumok, igy a Cantor-axiémal szerint van kozos pontjuk. Mivel a négyzetek oldalhossza tetszélegesen kicsi lehet (Q;
oldalhossza 2_i), igy a vetiilet szakaszok hossza is barmilyen kicsi lehet. Ezért a szakaszok metszete nem tartalmazhat
két pontot, mert a két pont tavolsdganal rovidebb szakasz legfeljebb csak az egyik pontot tartalmazhatja. Hasonléan a
fliggbleges vetiileteknek is egyértelmid a metszete. Kovetkezésképpen a négyzetek metszete is egyelemd, mert kiilénben
a fenti metszetek valamelyike vagy iires vagy legalabb kételemi lenne. Ezzel az allitast belattuk.

Most legyen t € I olyan, amely a k-adik lépésben lett osztopont (k > 1). Ekkor i < k esetén egyértelmien létezik j;,
melyret € I J’Z Viszont ¢ > k esetén pontosan két intervallumban (a hatarukon) van benne ¢, ezek indexe szomszédos, j;
és j;+1. Ekkor a Q;-i—k egymaésba skatulyazott négyzetek, hasonléan a Q; 41-ekis (i > k). Rdadasul szomszédos indexd
négyzetek szomszédosak, igy a;-vel jelolve Q;z és Q;z 11 koz0s oldalét, az a;-k sziikségképpen egymasba skatulyézott
zart szakaszok. Ekkor a Cantor-axiéma miatt van kozos pontjuk. Mivel a szakaszok hossza tetsz6legesen kicsi lehet,
ezért az is latszik, hogy a k6z6s pont egyértelmd.

L A Cantor-axioma a kovetkez6t mondja ki: az Iy D Io D I3 D ... egymaésba skatulyazott zart intervallumoknak van kdzos pontja.



Ezek utan definialjuk a v: I — @ gorbét a kovetkezd modon: minden ¢ € I pontra legyen (¢) a ¢t pontot tartalmazo
intervallumoknak megfelel6 négyzetek kozos pontja.

6. allitas. A most definialt v folytonos és sziirjektiv leképezés a szakaszrol a négyzetre.

Bizonyitas. Lattuk, hogy v(t) egyértelmd, igy v valoban fiiggvény. A folytonossag igazolasahoz legyen to € I, amely
nem osztopont. Adott € > 0 esetén van olyan k € N, melyre v2-27% < ¢, Vegytiik a to-t tartalmazo (egyértelmden
meghatérozott) I{i intervallumot. Ekkor ~ definici6ja miatt W(Ifk) - ka, tehat

V(1) = (to)| < V227 <o (telf),

hiszen ka oldalhossza 2. Hasonloan lathato be a folytonossag az osztopontokban, ezt nem részletezziik.
Hétra van még a sziirjektivitds. Legyen ¢ € Q. Kénnyen ldthato, hogy ekkor létezik (nem feltétleniil egyértelmien)
g-t tartalmazo egymaésba skatulyazott Q% négyzetek sorozata. A 4. éllitas szerint az I -k egymasba skatulydzott zért

o0
intervallumok (melyek hossza 0-hoz tart), és igy m I sz = tg egyértelmid. De ekkor ~ definicidja miatt
i=1

Y(to) = (@), = ¢
i=1

2. kévetkezmény. v Peano-gorbe.
5. feladat. Mutassuk meg, hogy v nem injektiv.

A most bemutatott konstrukcioval kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy lehetséges egy masik mddon vald
targyalasa is. Ennek lényege, hogy -t gorbék sorozatanak hatargorbéjeként definialjuk. Minden felosztashoz (az 1. db-
réhoz hasonloan) hozzarendelhetiink egy gorbét, amely minden négyzeten sorrendben athalad. Megmutathato, hogy
e gorbék sorozaténak létezik hatargorbéje, és az Peano-gorbe.



