1. Az (ay) sorozat tagjai azok a pozitiv egész szdamok, amelyek 8-cal osztva 5-6t adnak maradékul, a (by,) sorozat
tagjai azok a pozitiv egész szamok, amelyek 6-tal osztva 1-et adnak maradékul. Jeloljik S, -nel és T,,-nel az (ay,), illetve

(bn) sorozat elsé n tagjanak Gsszegét.

S, 25
M on_ 2
a) Mekkora n, ha T 16

b) Melyik az a legki;ebb n, amelyre S, — T, > 10007
Megoldas. A sorozatok n-edik tagjai a, =5+ (n—1)-8 =8n—3, illetve b, =1+ (n — 1) - 6 = 6n — 5, ezért

5+ (8n—3) 1+ (6n—>5)

Sp = 5 n=4n%+n, illetve Tn:f-nz3n2—2n.
n(dn+1) 25
—— = _— _han==6.
9 Gn=2) 16"

b) Sp — T, = n? + 3n, n® 4+ 3n > 1000, n > 0 esetén n > — ( 3+1/4009), igy a legkisebb n a 31.

——

2. Az A, illetve a B pont helyvektora OA = a és 0? =b. Az OA szakasz O-hoz kézelebbi harmadolé pontja D, az
AB szakasz A-hoz kézelebbi harmadold pontja E, a BD és OF egyenesek metszéspontja P. Fejezziik ki a-val és b-vel
az O? €s a ﬁ vektorokat.

C}.’)

Megoldas. A feltétel szermt(ﬁ a 1gyﬁ —a b; O?‘ 2a—|—b O? =a - 2a—|—b ﬁ <3a— b>;

és(?ﬁ:()?+]?ﬁ.

%a_ 3(2a+b)+[3<—a—b>,

a=2a-a+a-b+p-a—35-b,
(1-2a—p)-a=(a—-35)-b (a, B €R).

Mivel a és b nem parhuzamos vektorok, azert ~vya = ¢b akkor és csak akkor, ha v =0 és § = 0. Ezért 2a+ 5 =1 és

a:3ﬂ,tehatﬂ:—a_—1gy0? 2a—|—b sﬁ —a—?b

3. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkezd egyenleteket:

a) V1—4dx4+422420—-1=0; b) 8% =V8l;

¢) sin2z+ 7cos2z = 1.

Megoldas. a) 1 — 4z +4z% = (1 — 22)%, /(1 — 22)® = |1 — 22|, |1 — 22| = 1 — 22 pontosan akkor, ha 1 — 2z > 0.
Az egyenlet megoldasai az x < 3 valés szamok.

b) Vegyiik mindkét oldal harmas alapt logaritmusat (ez ekvivalens atalakitas), és vegyiik figyelembe, hogy v/81 =

2\° 2 2
39, valamint (logs z)* = <§) , azaz logs x = 3 vagy logs x = -3 Az egyenlet megoldédsai: z1 = 3% = ¥/9 vagy

Ty = 37% = f/i
¢) Az alabbi egyenletrendszert kell kielégitenie a sin 2z és a cos 2z ismeretleneknek:

sin2x + 7cos2x =1
sin? 2z + cos? 2z = 1

Az egyenletrendszer megoldasaként cos2z = 0 és sin2z = 1, vagy cos2x = 0,28 és sin2z = —0,96 adodik, amibgl

2x=g+k-27r, xlzg—i-kw; vagy 2z = 1,28 + k - 27, 2 = 0,64 + k.

4. Tekintsiik azt a szabdlyos négyoldalu guldt, amelynek minden éle egyenld, és a beirhatd gémb sugara o = 1 egyséy.
Szdmitsuk ki a gila éleinek a hosszdt.

Megoldas. Tekintsiik a galdnak azt a sikmetszetét, amely dtmegy az alapnégyzet két szemkozti élének felezs-
pontjan és a gula csicsan. Ez a sik a gulabol egy olyan egyenls szard haromszoget metsz ki, amelybe irt kor a gomb
egy f6kore. Legyen a gula éle a. Ekkor ezen egyenld szart haromszég alapja a, szara az oldallapot alkoté egyenld

3
oldali haromszog magassagaval egyenls, tehat %, a beirhato kor sugara o = 1. A héromszog alaphoz tartozd m
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magassagara:



2

2 3 T
A héaromszog teriilete T = aT, a haromszog félkeriilete s = — + aT, mivel o = —, ezért
s

a

2

a®V2
4

s(1+V3)

ahonnan a = v2(1 + v/3) egység.

5. Az ABC hdromszdgben az A csucsndl levd sz6g a B csicsndl levd szdg kétszerese, tovibbd 6AB = 5BC, és a
hdromszdg teriiletének mérdszama az A csicsndl levd sz0g szinuszdanak 62,5-szerese. Szamitsuk ki a hdromszdg oldalait.

AB 5
Megoldas. A feltétel szerint BC =& Legyen AB = 5z, ekkor BC = 6z, és legyen AC = b. Hosszabbitsuk meg

az AB oldalt az A-n tul az AD = b szakasszal. Mivel CAB< = 2ABC<, azért ha ABC< = 3, akkor CAB< = 2/.

A CAB sz6g a DAC egyenl6 szart haromszog kiilsd szoge, ezért CDA< = DCA< = . A DBC' és a DCA egyenld

b+ 5z 6x L
= — ahonnan
6z b’

szard haromszogek 2-2 szoge [, tehat hasonlok. A megfelel$ oldalak ardanya megegyezik, tehat
b% + 52b — 3622 = 0, s mivel b > 0, azért b = 4x. A teriiletre adott feltétel alkalmazasaval
4x - bx

-sina = 62,5 - sin o,

ahonnan 2% = 6,25; 2 = 2,5 (z > 0). A haromszog oldalai tehat: AB = 12,5; AC' = 10; BC = 15 egység.

6. Irjuk fel annak a P(—1; —1) ponton dthaladé kirnek az egyenletét, amely érinti az t4+2y—6 = 0 és a 2o —y+3 =0
egyenletd egyeneseket.

Megoldas. A két egyenes merdleges egymaésra, metszéspontjuk a Q(0;3) pont. A P(—1;—1) pont abban a sik-
negyedben van, amelynek pontjaira y < 3. Legyen a keresett kor kozéppontja K (u;v), sugara r. A K pont az adott
lu+2v—6] [2u—v+3

V5
utobbira van sziikkségilink, tehat v = 3 — 3u. A keresett kor egyenlete:

egyenesektdl egyenls tavolsagra van, igy , ahonnan v — 3v = —9 vagy 3u+ v = 3. Most az

(1) (@ —u)?+ (y— (3=3u)? =%
Az (u;3 — 3u) pont a 2z — y + 3 = 0 egyenleti egyenestdl r tavolsagra van, tehat

|2u — (3 — 3u) + 3|
T =
\/5 Y

A P(—1;—1) pont koordinatai kielégitik az (1) egyenletet:

r? = 542

(—1—u)?+(=1—(3-3u)* =5

17
ahonnan 5u? — 22u + 17 =0, u = 1 vagy u = 5 A feltételeknek két kor felel meg, ezek egyenlete: (x — 1)2 +y? =5,

illetve 3:—224— +§2*@
5 YTF) T 5

7. Oldjuk meg a kivetkezd egyenleteket a valds szdmok halmazdn, ahol a valds paraméter:

a) (a+2)-y+ﬁ=4a+6; b) (a+2)-3””+3ma_2:4a+6.

Megoldas. a) y = 2 az egyenletnek nem lehet megoldasa. Atalakitasokkal

(a+2)y? — (6a + 10)y + 9a + 12 = 0.

3a+4
Ha a = —2, akkor az egyenlet megoldasa yo = 3. Ha a # —2, akkor y1 = 3, y2 = %, igy y1 megoldas; mig y2 # 2,
a
tehat a # 0 esetén yo is megoldas és a = 0 esetén egyetlen megoldas az y;.
b) Ha a = —2, akkor 3 = 3, p = 1 a megoldas. Ha a # —2, akkor 3” = 3, 1 = 1 mindig megoldas; mig

3a+4 3a+4 3a+4 3a+4
= ;_:2 akkor ad megoldast, ha ;_:—2 > 0 és ;_:—2 # 2, azaz xo = log, ;_:2 akkor megoldés, ha a < —2

4
vagy—§<a<0vagya>0.

x

8. Melyek azok a valds szamokbol dllo szdmpdrok, amelyek kielégitik az

xV log,y _ y\/ log, =



kétismeretlenes egyenletet?

Megoldas. A logaritmus értelmezése szerint x > 0, x # 1 és y > 0, y # 1 kell, hogy teljesiiljon.

Mindkét oldalon &ll6 kifejezés akkor értelmezett, ha x > 1ésy > 1, vagy 0 <z <1és0 <y < 1, hiszen log, y > 0
és log, = > 0 kell, hogy teljestiljon.

Valoban, ha x > 1, akkor y > 1 ésy # 1, tehat y > 1, ésha0 <z <1, akkor 0 <y <1lésy#1,tehat 0 <y < 1.
Az egyenlettel ekvivalens egyenletet kapunk, ha mindkét oldalon allé kifejezésnek vessziik az = alapt logaritmusat.

log, V%Y = | /log, y és log, y\/logy v = \/logy x-log,y = \/(logy x -log, y) -log,y = /log,y. (Felhasznaltuk,

hogy log, y > 0 és log, = - log, y = 1.) Az egyenlet megoldésai pontosan azok az (v, y) szdmparok, amelyekre = > 1 és
y>1,vagy 0 <x <1és0<y<1. Az egyenlet ezen szampéarok halmazan azonossag.




