A tanarképzd fGiskolak 2001. évi Péter Rozsa matematikaversenyén szerepelt a kovetkezd feladat, amelyet 2002.
aprilisi szaméaban a K6MalL is kitizott (a megoldas 2002. decemberi szamunkban talalhato):

A wvalds szamok halmazdn értelmezett f fiigguényre fenndll, hogy ha x € R, akkor
(1) fle+1)+ flz = 1) = V2f(2).

Igazoljuk, hogy [ periodikus fiiggvény.

A feladat nem nehéz, megoldasit mi is vazoljuk. A megoldas utdn, mint &ltaldban, felmeril a kérdés: lehet-e
altalanositani. Ehhez persze fogalmazzuk meg, mit is értiink altalanositason! Legyen ¢ valds szam és tekintsiik a valos
szamokon értelmezett f fliggvényt, amelyre minden x € R esetén:

(2) fe+D)+fle-1)=c- f(z)

Milyen c esetén kovetkezik ebbdl, hogy f periodikus fiiggvény? Mi a helyzet, ha f-rél megkdveteliink bizonyos tulaj-
donségokat, egyaltalan vannak-e (2)-t kielégit6 ,szép” fiiggvények? A kovetkezSkben ezekre a kérdésekre keressiik a
valaszt,.

1. Periodicitas

Oldjuk meg elGszor a konkrét ¢ = /2 értékre a feladatot! Mindenekel6tt az (1) egyenletet irjuk inkdbb a tobbet
sejtets f(z+1) = V2f(x)— f(z—1) alakba! Itt = helyére 2 + 1-et irva és felhasznalva az eredeti egyenletet a kvetkezot
kapjuk:

fl@+2) = V2f(z+1) - f(2) = V2(V2f(2) - f(z = 1)) = f(z) =
= f(z) = V2f(z — 1).

Ezek utéan irjunk (1)-ben x helyére (x + 2)-t, és hasznaljuk fel az f(x + 2)-re és f(x + 1)-re vonatkozo Osszefiiggéseket.
Ekkor
fla+3) = V2(f() = V2f(z = 1)) = (V2f(2) - f(z = 1)) = —f(z — 1).

Innen azonnal latszik, hogy f(z +7) = —f(x + 3) = f(x — 1), tehat f valoban periodikus, egy periodusa a 8.

Az el6bbi gondolatmenet az altalanos esetben is célra vezet. Vegyiik észre ugyanis, hogy ha rogzitiink egy xg pontot,
akkor a (2) fliggvényegyenlet ismételt felirasaval, és a korabbi eredményeket figyelembe véve kifejezhetjiik f (x4 n)-et
(n egész szam) f(xo+1) és f(xo) segitségével. Az is nyilvanvalo, hogy f(xzo) és f(xo + 1) csak egész n-ekre hatarozza
meg az xg + n pontokban vett fiiggvényértékeket, a tovabbi helyeken folvett értékekrdl a feltétel nem mond semmit,
tehat @ — 2o nem egész, akkor f(x) tetszGleges értéket felvehet. Mindez azt jelenti, hogy pl. a [0,2) intervallumon
tetsz6legesen megadott fliggvény egyértelmiien meghataroz egy (2)-t teljesité periodikus fliggvényt.

A fentiek alapjan vildgos, hogy amikor a periodicitast vizsgaljuk, akkor dltalaban csak egész periodusokrol mond-
hatunk valamit, mert a nem egész tavolsagra levs pontokrol semmit sem tudunk. (Az persze nyilvan igaz, hogy ha egy
fiiggvénynek nincs egész peridodusa, akkor raciondlis sincsen.)

Lassunk hozzé a periodicitashoz kapcsolodo kérdeések megvalaszolasahoz! Rogzitsiik az x valos szamot, ekkor a (2)
fiiggvényegyenletben x helyére (z + n + 1)-et irva (n természetes szam)

flea+n+2)+ flx+n)=c- flx+n+1).
adodik. A d,, = f(z + n) jeloléssel ez a kovetkezs alakot Olti:
(3) dn+2 =C- dn+1 - dn

Célunk, hogy meghatarozzuk d,-et n, dy és dy segitségével.

Ha d,, minden dy, dq kezd&érték mellett periodikus ugyanazzal a peridédussal, akkor vildgos, hogy minden (2)-t
kielégit6 fliggvénynek van egész periddusa, és forditva.

A (3) egyenletet szokas (homogén) masodrendi linearis rekurziénak nevezni, igy feladatunk (mint az mar eddig is
latszott) nem fliggvénytani, hanem inkabb diszkrét matematikai. A rekurziok elméletének teljes felépitése meghaladja
ezen cikk kereteit, ezért most bizonyitas nélkiil csak Osszefoglalunk néhany eredményt ebbdl a témakorbdl.

Az apyo = a-apy1+b-a, (n természetes szam) homogén rekurziohoz hozzarendelhetjiik az 22 =azx+b ugynevezett
karakterisztikus egyenletet. Ekkor bizonyithato, hogy ha ¢ és g2 a karakterisztikus egyenlet kiilonboz6 valos gyokei,
akkor a,, = AgY' + Bgy, ahol az n-td6l fiiggetlen A, B konstansok értékét ag és a1 hatérozza meg. Ha ¢1 = go, akkor a,, =
Aqt + Bngt. Az els6 esetben leirt formula akkor is miikodik (a komplex gyokokre), ha a karakterisztikus egyenletnek
nincs valés gyoke. Ekkor a komplex szamok trigonometrikus alakjanak segitségével a,, = Ar™ cosna + Br" sin no
adodik, ahol r és a a karakterisztikus egyenlet gyokeibdl szamolhato, a két egyiitthato pedig a kezddértékektdl fiigg.

A rovid elméleti attekintés utan térjliink ra a konkrét esetre, és alkalmazzuk a fentieket a (3) rekurziora.



1. Allitas. Ha || < 2, akkor d,, dltaldnos tagja a kévetkezo:

_ 2sinna 2sin(n — 1)«

4 d, = di — do,
W Vi@l va-a v

1
ahol o olyan szég, melyre cosa = g és sina = 5\/4 —c2.

A fenti allitast, ha mar valaki ,megstugta” nekiink, indukcioval egyszertien bizonyithatjuk, ezt most (és a tovabbi két
allitas esetében is) mell6zziik. Viszont ezen Osszefliggés alapjan a periodicitas kérdését mar konnyen megvalaszolhatjuk.
Ha az «a sz6g értéke m-nek racionélis t6bbszorose, akkor van olyan p egész szam, melyre pa = 2kw (k € N), és igy
dp+p = d,, minden n-re a kezdGértékektdl fliggetleniil. Ebben az esetben tehat f biztosan periodikus, és egy periddusa

2
p. Az (1) egyenlet esetében cosa = sina = > miatt a = % nyilvan megfelel, ezért p = 8. Ezzel visszakaptuk (amit

mar tudtunk), hogy f egy peridédusa a 8.

Konnyen lathato, hogy ha a nem teljesiti a kivant tulajdonsagot, akkor pl. a dy = 0, di = 1 kezdgértékekkel
sosem kapjuk vissza dp-t. Ekkor tehat megadhato olyan f, amelynek nincs egész periddusa. S6t, ennél tobb is igaz.
Megadhato olyan f is, amely egyaltalan nem periodikus, rdadasul még folytonos is (még akar differencialhato is lehet).
Erre vonatkozoan lasd a cikk végén taldlhato 1. feladatot.

2. Allitas. Ha c = 42, akkor az dltaldnos tag:

dp, :n(d1 —d0)+d0, ha c¢=2,
dp = (=1)" 'n(dy +do) + (=1)"dy, ha c¢=—2.

Vilagos, hogy ¢ = 2 esetén d,, periodicitdsdhoz dy = d; szlikséges és elegendd, ekkor persze d,, konstans sorozat. Ez
nyilvan azt jelenti, hogy f-nek csak ugy lehet egész periddusa, ha barmely két egész tavolsagra lévé pontban ugyanazt
az értéket veszi fel (tehat a [0, 1)-en 16v6 értékei egyértelmien meghatarozzak f-et). Az is latszik, hogy a ¢ = 2 esetben
f(x) = x is teljesiti a fliggvényegyenletet, de egyaltalan nem periodikus.

Hasonlo a helyzet ¢ = —2 esetén, csak most dy = —dy a periddus létezésének feltétele. Ekkor f(z + 1) = —f(x)
minden z-re, vagyis f egy peridédusa a 2.

3. Allitas. A |c| > 2 esetben d,, dltaldnos tagjdra:

(5) Ve —ad, = ¢" Nqdy — do) + ¢~V (do — ¢ 'dy),

ahol q = %(c—i— Vet —4).

1 1
Két részre bontjuk ezt az esetet, tegyiik fel elGszor, hogy ¢ < —2. Ekkor nyilvin — = E(C —Ve2—4) < -1, gy
q

—1 < ¢ < 0. Ez azt jelenti, hogy (5) egyik tagja a 0-hoz tart, a masik pedig altalaban nem korlatos, igy d,, nem lehet
periodikus. A korlatossaghoz mindenképpen gdy = d; kell. S6t, (5)-ben az indexelést nem 0-t6l, hanem 1-t8] kezdve
qdy = dg sziikséges. Az indexek allando eltolasaval d,, = ¢"dy addodik, mint sziikséges feltétel. De ez is csak akkor lesz
korlatos, ha dy = 0.

Azt kaptuk, hogy csak d,, = 0 lesz periodikus, igy ¢ < —2 esetén a (2)-t teljesits fiiggvények koziil csak az azonosan
0 figgvénynek lesz egész periodusa. Még egy észrevételiink, hogy ha az f # 0 fiiggvény ¢ < —2 esetén kielégiti a (2)
fliggvényegyenletet, akkor sem alulrél, sem pedig feliilrél nem korlatos. Valéban, ha d,, legalabb egyik kezdGértéke nem
nulla, akkor d,, sem alulrol, sem feliilr6l nem korlatos (igy f sem az).

A ¢ > 2 esetet nem részletezziik, teljesen hasonléan belathatd, hogy itt is csak az azonosan 0 fiiggvénynek lesz
egész periddusa.

Foglaljuk Ossze végiil, mit is tudtunk meg. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény teljesiti a (2) egyenletet. Ekkor |c| > 2

c
esetén f nem feltétleniil periodikus. Viszont |¢| < 2 esetén ha « az a szdg, amelyre cosa = 2 sina = 5\/4 — 2 és az

@ hanyados racionalis, akkor f biztosan periodikus (mégpedig egész periddussal), egyébként pedig nem feltétlentil.
™

Annyit még érdemes megjegyezniink, hogy ha a (2) egyenletben x + ¢ és x — t szerepel, akkor nyilvan hasonldéan
oldhaté meg a feladat. Ekkor persze a periddus nem egész, hanem a ¢ tobbszorose.

2. Az elemi fiiggvények esete

Most, hogy mar elméletben mindent tudunk a (2)-t kielégits fiiggvényekrdsl, probaljunk megadni ilyen fiiggvényeket.
Mint korabban lattuk, a [0,2) intervallumon tetszdlegesen megadott f fiiggvény egyértelmien kiterjed (2)-t teljesits
fiiggvénnyé. Raadasul, ha f-et a [0, 2]-n folytonosan adjuk meg gy, hogy = = 1-ben (2) teljesiil, akkor a kiterjesztett
f folytonos is lesz (ezt gondoljuk meg). Némi ercfeszitéssel f még differencialhatova is tehetd (pl. integralfiiggvény).

Erdemes tehat valamilyen erds megszoritast tenniink f-re. Ehhez sziikségiink van egy 1j fogalomra.

1. Definicié Az z%, a® (a > 0), sinz, cosz figgvényekbdl algebrai miveletekkel, inverzképzéssel, kompozicidval
kapott fiigguényeket elemi fiigguényeknek nevezzik.



Van-e (2)-t kielégit6 elemi fliggvény? Nyilvan az azonosan 0 fliggvény megfelel, ezért azt zarjuk ki. A tovabbiakban
nevezzik szép fiiggvényeknek a (2)-t teljesits nemtrivialis elemi fiiggvényeket. Keressiink szép fiiggvényeket!
A periodicitas miatt a trigonometrikus fliggvények juthatnak esziinkbe, ezért vizsgaljuk meg pl. a cos x fiiggvényt.
Ehhez sziikségiink lesz a
-8B a+p

B COS 5

Osszefiiggésre. Ebbol rogton latszik, hogy érdemes f-et cosax alakban keresniink (ahol a valés paraméter), ugyanis
ekkor az addiciés formula igy alakul:

«
cosa + cos 8 = 2 cos

(6) cosa(z + 1) 4+ cosa(z — 1) = 2 cosa cosaz.

Nyilvanvalo, hogy —2 < ¢ < 2 esetén létezik olyan a # 0 valos szam, melyre ¢ = 2cosa. Ekkor viszont (6) alapjan
cos ax szép figgvény. (Az a = 0-t nem véletleniil hagytuk el: cos0 = 1 trivilis fiiggvény.) Ezzel belattuk, hogy minden
—2 < ¢ < 2-re létezik (meglehetGsen egyszert) szép fliggvény. Vegyiik észre, hogy ¢ = /2 esetén f(z) = cos x% adodik,
ennek a 8 valoban periddusa. Annak belatasat az olvasora bizzuk, hogy a coszx helyett a sin z fliggvény is megfelel.

A fennmarad6 c-ket két részletben vizsgaljuk. A ¢ > 2 eset konnyd, a ¢ < —2 eset kicsit nehezebb. A rekurzi6
vizsgalatanal lattuk, hogy ezekben az esetekben f nem lehet korlatos, rdadasul exponencidlisan né. Kézenfekvs tehat
az exponencialis fliggvény vizsgalata. Legyen a > 0 és tekintsiik az a” fliggvényt. Ekkor

1
(7) a*t et = (a + E) a®.

1
Ismert, hogy a pozitiv szamok halmazan értelmezett a + — mennyiség értékkészlete a [2, +00) intervallum (rdadasul
a

1
minden értéket kétszer vesz fel, kivéve a 2-t, amelyet csak a = 1-ben). Tehat adott ¢ > 2-re létezik a, melyre ¢ = a+ —,
a

s igy (7) alapjan erre az a-ra az x — a” fiiggvény kielégiti a (2) Osszefiiggést. Nyilvan a ¢ = 2 esetén adodo a = 1 is
megfeleld, az éppen a konstans 1 fiiggvény.

Hatra van még a ¢ < —2 eset vizsgélata. Vildgos, hogy az exponencialis fiiggvény 6nmagaban nem felel meg, mivel
negativ alap valos kitev§ji hatvanyat nem értelmezziik. Masrészt a rekurziobol tudjuk, hogy f tetszélegesen nagy
pozitiv, és tetszSlegesen kicsi negativ értékeket is felvesz. Mindezek alapjan (kis probalkozas utan és intuicio révén)
az az Otletiink tamadhat, hogy ,kombinaljuk” az el6z6 két esetben kapott fliggvényeket. Tekintsiik tehéat az a® cos bz
fiiggvényt, ahol a, b parameéterek értékét késébb hatarozzuk meg (persze a > 0). Ekkor

1
a*teosb(x +1) +a* tcosb(z — 1) = a” (a cosb(z +1) + - cos b(x — 1)) .
1 1 . e ..
Legyen A = 3 (a + —) , igy a zarojelben lévs kifejezés a kovetkez6képpen alakul:
a
1
Acosb(x + 1)+ Acosb(x — 1)+ (a — A)cosb(z + 1) — (A - —) cosb(x — 1),
a

1
ahol nyilvan a — A = A — —. Addicios Osszefiiggéseket alkalmazva ez igy fest:
a

2A cosbcosbr — 2(a — A) sin bsin bz.

Innen mar latszik, hogy érdemes b értékét m-nek valasztani, mert igy a masodik tag elttinik, az els6ben pedig megjelenik
a kivant —1(= cos ) szorzé. Irjuk fel tehat a kiindulasi egyenletet most mér az a” cos rz fliggvényre:

1
a®eosm(x 4+ 1) +a” cosm(x — 1) = 2A cos T cos T = — <a + —) COS L.
a

1
Korabban lattuk, hogy tetszéleges ¢ < —2 esetén van olyan a > 0, melyre ¢ = —a — —, ekkor pedig az a” cosmz
a

fiiggvény kielégiti a (2) fliggvényegyenletet. Ezzel sikeriilt minden c-re megadnunk szép fliggvényt.

Utolag mar jol latszik, hogy a harom esetben kapott fliggvények nem is allnak olyan tavol egymaéstol. Mindegyik
a” cos br alaki, csak az egyik esetben a = 1, a mésikban b = 0, a harmadikban pedig b = m. Ezek alapjan a feladat
megoldéasat kezdhettiik volna azzal, hogy vessziik ezt a fiiggvényt és meghatarozzuk a paraméterek megfelels értékeit.
Csak akkor az nem latszott volna, miért éppen ebbdl a fiiggvénybdl indultunk ki.

3. Feladatok



Most pedig alljon itt néhany, a fentiekhez kapcsol6dé feladat.
1
1. Tekintsiik azt a (2)-t ¢ = §—del teljesité f fliggveényt, melyre f(z) = 2z a [0, 1] intervallumon és f(z) =3 —z az
[1,2) intervallumon. Bizonyitsuk be, hogy f nem periodikus folytonos fliggvény.

2. Legyen f olyan valos fiiggvény, amely teljesiti (2)-t. A cikkben megfogalmazott allitasokat felhasznalva adjuk
meg f(x —n)-et (n természetes szam) f(z), f(x — 1), és n segitségével.

3. Igaz-e, hogy ha egy fliggvénynek van periédusa, akkor van legkisebb periédusa is?

4. Adjunk meg a valos szamokon értelmezett f (nem konstans) elemi fliggvényt, melyre
flx+1)- fla—1) = ().
5. Van-e olyan f: R — R (nem konstans) elemi fliggvény, melyre

fle+1) = f(z—1) =cf(z),
ahol ¢ val6s paraméter?

6. Igaz-e, hogy minden c¢ valos szam esetén létezik olyan f: R — R (nem konstans) elemi fliggvény, amely eleget
tesz az alabbi fiiggvényegyenletnek:

fle+1)- flz=1)=c- f(z).



