1. Az ABCD hdromszdg oldalai AB = 20, BC' = 13, CA = 11 egység hosszuak. Szamitsuk ki a hdromszdg teriletét,
valamint a beirhatd és korilirhato kérének sugardt!

Megoldas. A haromszog keriilete 2s = 44 egység, igy a Héron-képlettel a teriilete kiszamithatd. Mivel a beirhaté

kor sugara ¢ = —, a koré frhaté kor sugara r = 2, ezért T2 =22-2.11-9 = (11-2-3)>, T = 66 teriiletegység,
s
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0=p =3egységeésT=— —— = - egység.

2. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenletet.

2 2 2 4 2
r+rz+l+——) 2" —2+1- =z +2°+1
x—1 z+1

Megoldas. Az egyenletnek nincs értelme, ha z = —1 vagy « = 1. A bal oldalon &ll6 kifejezések azonos atalakitasa

utan kapjuk:
9 2 9 2 22 —1+2 22+1-2
r+rx+14+——)(2"—2+1-— = . =
z—1 z+1 z—1 z+1

=@ -+ D@2 +a+1)= (;v2+1)2—x2 =2t 42?2+ 1.
Az egyenletnek —1 és 1 kivételével minden valos szdm megoldasa.

3. A (b,) szdmtani sorozat elsé tagja by = 3, killonbsége di = 4; a (ci) szdmtani sorozat elsé tagja ¢1 = 2,
kilonbsége do = 7. A két sorozat kézos tagjai az (am) sorozatot hatdrozzdk meg. Fejezzik ki m-mel az (a,,) sorozat
elsd m tagjanak az dsszegét!

Megoldas. A (b,,) sorozat n-edik tagja b, = 3+(n—1)-4 = 4n—1, a (cx) sorozat k-adik tagja ¢, =2+ (k—1)-7=
7k — 5. A koz0s tagokra b, = ¢k, 4n— 1 =Tk — 5, azaz 4n+ 4 = Tk, ahol n és k pozitiv egész szamok, tehat k = 4m és
igy n = Tm — 1. A koz6s tagok: a, =4 - (Tm—1) —1=28m —5 (a,, = 7-4m — 5 = 28m — 5), ahol m pozitiv egész
szam. Az (a,,) sorozat elss tagja a; = 23, igy az els6 m tag Osszege Sy, = %(23 + 28m — 5) = 14m? + 9m.

4. Egy hdromszog két oldaldnak hossza b és c eqység, és tudjuk, hogy a hdromszog terilete T = a*— (b— 0)2. Fejezziik
ki b-vel és c-vel a hdromszdég a oldalanak hosszdt!

besi
coha és a® = b? + ¢ — 2bccos a, kapjuk, hogy

Megoldas. Figyelembe véve, hogy T' =

besi
%=b2+02—2bccosa—(b2+c2—2bc),
sina = 4(1 — cos @), 2sin%-cos%:4~2-sin2%,
tehat tg® — L Alkalmachatjuk az 8 2 (@ # 7+ 2n, k € Z) sgot, tehdt 5
ehat tg— = -. mazhatjuk az ——52 = cosa (o # w T azonossagot, tehat cosa = —.
52 T 1 ! 1+ tg2 9 ’ 8o 17

15 30
a?=0v>+c2 - 2bcﬁ’ a=1/b*+c?— ﬁbc egyseég.

5. Oldjuk meg a valds szampdrok halmazdn a kivetkezd egyenletrendszert!
31+210g3(y—m) — 48
2log;(2y — x — 12) = logs(y — =) + logs (y + ).

Megoldas. Az egyenletrendszer akkor értelmezett, hay —x >0,y + 2 > 0 és 2y — x > 12.
Azonossagok és fiiggvénytulajdonsagok alkalmazaséaval

(y—x)>=16 és (2y—ax—12)% =y? — 22

Az els6 egyenletb6l y = x+4 vagy y = x — 4. Helyettesité modszerrel 22 — 16z = 0 vagy 22 + 162+ 384 = 0. A masodik
egyenletnek nincs val6s megoldasa; az els6 egyenletbsl z; = 16 és ekkor y; = 20 és ez a szdmpar valéban megoldas,
mig ha z9 = 20, akkor nem ado6dik megoldas.
6. Oldjuk meg a
2sin 2z = 2V/Gsin (v - g) +3

egyenletet a valds szdmok halmazdn!



Megoldas. Azonossagok alkalmazaséaval

1 1
4sinzcosz = 2v3 -2 <— sinx — —cosx> + 3,
V2 V2
4sinzcosz — 2v/3sinz + 2v/3cosz — 3 = 0,

(2sinz)(2cosz — V3) + V3(2cosz — V3) =0,
(2sinx+\/§)(2cosx— \/§) =0,

3 3 2
ahonnan sinz = — 5 vagy cosx = g A megoldasok: z;1, = —g +2nm, 2 = —% + 2nm, 3, = % + 2nm,

Tam = —% 4+ 2nm, n € Z.

7. Az v +y = 15 egyenletd egyenes az x tengelyt az A, az y tengelyt a B pontban metszi. Irjuk fel annak az
egyenesnek az egyenletét, amely meréleges a 3z + y = 2002 egyenletd egyenesre, metszi az OB szakaszt a C, az AB
szakaszt a D pontban, és amelyre az OADC négyszdg terilete 58,5 teriletegység, ahol O az origd!

1
Megoldas. A 3x + y = 2002 egyenletii egyenesre mersleges egyenesek egyenlete y = 3% + b alakban irhato, igy

1 3
C(0;b). A D pont abszcisszéaja b-vel kifejezhets: x+ <§3: + b) =152z = Z(l5—b). mivel A(15;0), B(0;5), ezért az AOB

152
haromszog teriilete T' = - = 112,5 teriiletegység, igy a BC'D haromszog teriilete egyrészt T; = 112,56 — 58,5 = 54

1 3
teriiletegység, masrészt b-vel kifejezve Ty = 5(15 -b)- 1(15 —b) teriiletegység. Innen

3
515 - b’ =54, b =3, by=27.

1
Mivel 0 < b < 15, ezért b = 3. A kérdéses egyenes egyenlete y = 3% +3(z—3y=-9).

8. Bizonyitsuk be, hogy ha valamely (x;y) szampdrra ©2 4+ y* = 18, akkor |z + y| < 6. Mely szampdrokra dll fenn
az egyenldség?

Megoldas. Vegyiik figyelembe, hogy minden (z,y) € R? szamparra 2zy < 22 + 9 és |a| = Va2. Igy |z + y| =
Va2 4 y? + 2zy < /222 + y2) = 6. Az egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha x = y, azaz 2 = 9, tehat az x; = 3,
y1 = 3 és az xo = —3, yo = —3 szamparok esetén.




