Idén, 2002-ben iinnepli 14. sziiletésnapjat a Mathematica. E kezdetben Stephen Wolfram nevéhez fiz6d6 szamito-
gépes matematikai programot az évek soran kivalo szakemberek tucatjai fejlesztették tovabb (jelenleg a 4.1-es verzional
tartunk), s mara a legbonyolultabb szamitogépes rendszerek kozott tartjak szdmon. Felhasznéloi tabora meghaladja az
egymilliot és szinte minden tudomanyteriilet képvisel6i megtaldlhatok kozottiik. Sokoldalusidganak és teljesitményének
koszonhetSen a kutatdsban és az iparban egyarant hasznaljak. Kétszaznal tobb konyv és tucatnyi Mathematica-hoz
(s6t, magaban Mathematica-ban) irt programcsomag, alkalmazas latott napvilagot.

Mindez annak tudhaté be, hogy a Mathematica éppugy alkalmas nagypontossagi szamitasok gyors elvégzésére,
mint szimbolikus (pl. algebrai) kifejezések és objektumok kezelésére. A legkiilonfélébb két- és haromdimenzios abrak,
grafikonok készithetSk segitségével. A Mathematica egyben logikusan atgondolt és felépitett programnyelv is: rugal-
massaga éppen abban rejlik, hogy a sok szdz beépitett matematikai fliggvényt, illetve utasitast szabadon 6tvozhetjiik
a sajat magunk altal megirottakkal.

A Mathematica-rol e jelen bevezeténél bévebb ismertetst tartalmaz az [1] cikk. Részletes magyar nyelvi atmutato
a program hasznéalatarol a [2] konyv. Wolfram [3] konyve teljességre torekszik. Elmeélyiilve a Wolfram Research [4]
honlapjan, rengeteg érdekes informaciora lelhetiink. Szintén 6k mikodtek kozre az [5] (folyamatosan b6viilg) internetes
matematikai enciklopédia elkészitésében. Egy Gj kezdeményezés, a web Mathematica segitségével a bongészéprogramok
altal internetrdl futtathat6 Mathematica-alkalmazasok hozhatok létre. Ezzel kapcsolatban a [6] és [7] webcimre utalunk.

Kedvcsinaloul néhany (6nkényesen, s semmiképpen sem szisztematikusan vélasztott) feladatot oldunk meg a Ma-
thematica segitségével. A feladatok rovidek és inkabb csak illusztrativ jellegiiek, Osszetettebb problémék részekre
bontasakor azonban sok-sok ehhez hasonloval taldlkozhatunk. A megoldasokhoz révid magyardzatot fliziink, ezekkel
igyeksziink megviladgitani egy-egy parancs miikodését. Az altalunk begépelendé parancsokat irdgépbetii-tipussal
emeltiik ki.

Példak

1. Hozzuk egyszeribb alakra a

(V2+V3+V2—3)(V5+ Va1 - V5 — Val)

kifejezést.

A Mathematica 6 egyszertisitsé parancsét

FullSimplify[(v2+v3+ v2 - v3) (V5 +v21 — /5 - V21)]

hasznalva eredményiil 6 adodik. Figyeljik meg, hogy a Mathematica kiilonbséget tesz a kis- és nagybetik kozott.
A beépitett parancsnevek nagy kezdébetiivel irandok. Filiggvény- és parancsargumentumok megadasakor szogletes
zéréjelet kell hasznalnunk.

2. Irjuk fel a cos4x + sin bz kifejezést az egyszeres szogek szogfigguényei segitségével.
A TrigExpand[Cos[4x]+Sin[5x]] utasitas eredményeként
Cos [z]* + 5 Cos|z]* Sin [z] — 6 Cos [2]? Sin[z]* — 10 Cos [z] Sin [z]* + Sin [2]* + Sin [2]°
adodik.
3. Bontsuk szorzattd az eldbbi kifejezést.

A TrigFactor[%] parancs hatasara ezt kapjuk (a % jel az el6z6 eredményt jelenti):

- (Cos E} + Sin {g}f (= 1+2Sin[z]) (1 +2Sin[32])

(Melyik utasitassal nyerhets vissza ebbdl az eredeti cos4x + sin 5z alak?)
4. Adjuk meg cos3° pontos értékét.
A Mathematica FullSimplify[FunctionExpand[Cos[3 Degree]]] utasitasa az alabbi legegyszertibb alakot adja

meg:
%. %<4+\/7+\/5+\/6(5+7\/5)>

5. Alakitsuk szorzattd az x*° — 1 polinomot.




A Factor[x!'°-1] utasitas 4 tényezdére bontja polinomunkat:
(-14+2)1+z+2)A+z+22+ 23 +2Y) (1 -z +2° — 2 + 25 — 27 4+ 25)
Ebben a felbontasban minden egyiitthato raciondlis szam. Ha a raciondlis szamtestet a V5 elemmel bévitjiik,
Factor[x!°-1,Extension— V5]

a polinom tovabb bonthato:

1
E(—l—l—x)(—2—:E—l—\/gx—2:102)(1+x+;v2)(2+:1c+\/5:10+2x2)-

-(—2+:E+\/5:E—x2—\/5x2+x3+\/5$3—2:104)
~(2—3:—|—\/ga:+3:2—\/5:1:2—:1:34—\/53:34—23:4).

6. Adjuk meg a 2°7 — 1 szdm primtényezds felbontdsdt.

A FactorInteger[2°7-1] parancs ezt adja:

{{193707721, 1}, {761838257287,1} }

267 _1 felirhat6, mint két oriasi primszam (nevezetesen 193 707 721 és 761 838 257 287) els6 hatvanyanak szorzata.

azaz
7. Oldjuk meg az x +y+ 2z =2, xy + xz + yz = —5, zyz = —6 egyenletrendszert.

Ezt a Mathematica-ban igy tehetjiik meg:
Solve[x+ty+z==2 && xyt+xztyz==-5 && xyz==-6]

A Mathematica a dupla egyenlGségjellel vizsgalja két kifejezés egyenlGségét, a szimpla egyenlségjel valtozo értékének
definidlasara szolgél. A && jel jelenti a logikai és miiveletét. A valtozoneveket nem irhatjuk egybe, a szokoz jelenti a
szorzéast. Megoldasként egy listaban a valtozok mind a hat lehetséges sorrendjét megkapjuk:

{{x—>—2,y—>1,z—>3},{x—>—2,y—>3,2—>1},{x—>1,y—>—2,z—>3},
{a:—)1,y—>3,z—>—2},{$—>3,y—>—2,z—>1},{:17—>3,y—>1,z—>—2}}

8. Oldjuk meg az ax® + bx + ¢ = 0 egyenletet, ahol a, b, ¢ tetszéleges szamok.

A Reduce[ax?+bx+c==0,x] parancs eredménye:

b VP24 b+ VP24
—:TM&&CL#OHI::%&&G#OH
a::O&&bzzo&&c::OHazzo&&x::—%&&b#o

A Reduce parancsot hasznaltuk, amely paramétert is tartalmazé egyenlet altalanos megoldasat adja meg. A Solve
utasitas csak az an. generikus megoldasokat adnd meg, jelen esetben csak a masodfoku egyenlet megoldoképletét, ami
az a = 0 esetben nem lenne megfeleld. A || jel jelenti a logikai megengedd vagy miiveletét. (Ennek prioritasa alacsonyabb
az és (&&) miveleténél, ezért nem szikségesek zarojelek). A fenti eredmény értelmezése tehat: ha a # 0, akkor x
egyenls a masodfoku egyenlet két megoldéasaval; ha a = 0, de b # 0, akkor az els6foku egyenlet megoldoképletét kapjuk
vissza; végiil, ha a = b = ¢ = 0, akkor z-re nincs megkotés.

9. Tudjuk, hogy a +b+c=1, a®> +b*> 4+ =2 és a® + b> + & = 3. Mennyivel eqyenld ekkor a® +b° + ¢ ¢

Eliminatel[ {mennyi==a5+b5+<:5 , atbtc==1, a?+b?+c?==2, al+b3+c3==3},

{a,b,c}]

Erre ezt kapjuk:
mennyi == 6

Az Eliminate utasitds ugyanis kikiisz6boli a felsorolt egyenletekbdl a megadott valtozokat (jelen esetben a, b, c-t).
Ami megmarad, éppen az 6t6dik hatvanyosszeg. (Hogyan oldhaté meg a feladat altalanosabban: a jobb oldalakon allo
1, 2, 3 szamok helyett «, 8, v paraméterekkel?)

10. Hatdrozzuk meg (a+ b+ c+ d)”—ben a®bt3d egyiitthatdjdt.
Egy lehetséges megoldast ad az alabbi utasitas:

Coefficient [Expand[(atb+c+d)’], a®bl3d]



A kifejezést az Expand bontja ki. Az eredmény 9520.

n 2 n
11. Igazoljuk, hogy k) = k3, tetszéleges n > 1 természetes szam esetén.
9
k=1 k=1

Az allitast a
Sum[k, {k, 1, n}]%==Sum[k?, {k, 1, n}]

parancs eredményeként adodo True (azonosan igaz logikai érték) bizonyitja. (Termeészetesen a Mathemnatica-val kiilon-

1
kiilon kiszdmolva a két oldalt (Zn2(1 + n)2) magunk is megallapithatjuk azok egyenlGségét.)

12. Oldjuk meg az Hx -1 - 1‘ + ‘|33| - 4| < 3 egyenldtlenséget.

Ehhez el6szor betoltjiikk az < <Algebra® InequalitySolve’ csomagot. Ezutén az

InequalitySolve[Abs[Abs[x-1]-1]+Abs[Abs[x]-4]1<3, x]

. .3 9
parancs adja meg a megoldast: 3 <z < 3

13. Hatdrozzuk meg a 0 < y — 22 <2¢6sa-5<z< 5, 0 <y <5 egyenldtlienségekkel hatdrolt sikbeli tartomdny
teriletét.

A tartomény specialis alakja miatt olvassuk be a <<Calculus® Integration” csomagot. Ezutan a keresett teriilet
a kovetkez6 hatarozott integrallal szamolhato ki:

Integrate[Boole[0 < y-x? < 21, {x, -5, 5}, {y, 0, 5}]

205
Az eredmény —4v/3 + V5

Magat a tartoméanyt egyébként a < <Graphics™ InequalityGraphics” csomag beolvasdsa utdn az InequalityPlot [0
< y—x2 < 2, {x, -5, 5}, {y, 0, 56}] utasitas rajzolja ki.

lesz.

1. dbra

A Boole logikai fiiggvény értéke ott 1, ahol a megadott egyenl&tlenség fennéll, masutt zérus. Ez a Plot3D[Boole [0
< y—x2 < 2], {x, -5, 5}, {y, 0, 5}] paranccsal szemléltethetd.




14. Hozzuk egyszeribb alakra a ,(ha A, akkor B) és (A vagy B)” logikai dllitdst.

A LogicalExpand[Implies[A,B] && (A | | B)] parancs eredménye értelmében a fenti allitas logikailag egyenértékd
a B allitassal.

15. Adjuk meg azon pozitiv egészeket, melyek eqyszerre n*+n? és k*>+1 alakiak, alkalmas 1 <n < 10* 1 < k < 10*
pozitiv egészekkel.

Az alabbi parancs
Intersection[Table[n*+n?, {n, 1, 10000}], Table[k>+1, {k, 1, 10000}1]

két megoldast szolgaltat:
{2,1332}

(Ellenérzés: 12 +1% = 2 = 1341, illetve 6% +6% = 1332 = 113 +1.) A megoldas soran két, a kivant alaki szamokbol allo
listat hozunk létre, majd vessziik ezen listak (vagy ha tetszik, halmazok) metszetét. Tudnank még ilyen tulajdonsagu
szamokat talalni?

16. 1 és 10000 kozott 4k + 1 vagy 4k + 3 alakd primbdl van t6bb?

A 4k + 1 alaka, 10000-nél kisebb primek szama 609, mig a 4k + 3 alaktaké 619, amint ezt az alabbi parancsok
kiszamoljak:
Length[Select [Range[10000]], (PrimeQ [#] && Mod [#,4]==1)&]
Length[Select [Range[10000]], (PrimeQ [#] && Mod [#,4]1==3)&]

Vegyiik szemiigyre példaul az els§ sort. A Select parancs egy listdba gytijti ki azokat az elemeket a Range[10000]
altal létrehozott {1,2,...,10000} listabol, melyeket # helyébe helyettesitve a

o(prim-e #) és (4-gyel maradékosan osztva 1-et ad-e maradékul #)”

nyitott mondatban igaz értéket kapunk. (Az ilyen nyitott mondatot vagy fiiggvényt a Mathematica-ban tiszta fiigg-
vénynek nevezzik. A tiszta fliggvényt & jellel kell lezarnunk.) Végiil a Length megszamolja, hany elemet tartalmaz e
kivalogatott lista.

17. Eléfordul-e valahol a 7 szam tizedestort alakjaban az 1234 szam?

Erre a kérdésre szamitogép nélkiil aligha valaszolhatnank. A Mathematica-val a megoldas elegans: az 1234 sorozat
mér az elsé 15000 jegy kozott eldfordul, mert a

StringMatchQ[ToString[N[m, 15600017, "*x1234%"]

parancs True, azaz igaz értéket ad. Az N fiiggvénnyel elGszor meghataroztuk m értékét 15000 jegy pontossaggal, ezt
karakterlancca alakitottuk at, majd megnéztiik, ez tartalmazza-e valahol az "1234" jelsorozatot. Azt is meg tudjuk
mondani, hogy pontosan hol: a

StringPosition[ToString[N[7, 1500011, "1234"]

utasitas eredménye {{13809, 13812}}, tehat 7 jegyei kozdtt az "1234" szém a tizedesvesszG utén elGszor a 13 807—
13 810. helyen fordul els. (Figyelembe vettiik ugyanis, hogy a karakterlanccé alakitott m-jegyek els6 két tagja a 3-as és
maga a tizedespont.) Meg tudnank-e oldani a feladatot tgy is, hogy nem alakitjuk at a tizedesjegyeket karakterlancca?

18. Hdny nulldra végzddik 1000 faktoridlisa?

E jol ismert kérdésre két megoldast is adunk, a vélasz egyébként 249. Az els6 megoldas egy ciklus segitségével
szamol:

a a
a=1000! ;n=0;While[E € Integers, nt+; a=1—0] il

Az értékadésok utan addig osztjuk az 1000! szamot 10-zel, amig csak egész az eredmény. Minden egyes osztéskor eggyel
noveljiik n értékét, igy a nulldk szamat az n valtozod tartalmazza a ciklus végén, amit ki is fratunk. (A pontosvesszs
teszi lehet6ve, hogy tobb utasitast irjunk egyméas utan egy sorba.)

Masodik megoldasunk altalanosabb. Egy f fliggvényt definidlunk, mely tetszGleges, 4-nél nagyobb egész szamot
elfogad bemenetként, majd megadja, hogy hany nullara végzédik n faktorialisa:

f[n_Integer/;n>4] :=Length[Split[IntegerDigits[n!]1][[-1]1]1]

El6szor n! szamjegyeit az IntegerDigits segitségével egyesével egy listdba tessziik. E listat a Split olyan részlistakra
bontja, melyek az eredeti lista egymas utan all6 azonos elemeib@l allnak. Ennek vessziik utols6é elemét a [[-1]]
utasitassal (az n > 4 feltétel garantdlja, hogy valéban nulladk allnak hatul), majd meghatarozzuk az igy ad6do lista



hosszét. (Példaul a Split [IntegerDigits[10!]1] eredménye a {{3},{6},{2},{8,8},{0,0} } lista, melynek utols6 eleme
{0,0}.) £[1000] eredménye természetesen ezzel a modszerrel is 249.

19. Irjunk figguényt egy szdm faktoridlisinak kiszdmitdsdra.
A szamtalan lehetség koziil egy hatékony megoldast szolgaltat az alabbi definicio:
faktorialis[n_/;n € Integers&&n>1] :=Apply[Times, Range[n]]

Hogy megyvilagitsuk a definicié jobb oldalanak mtikodését, tekintsiik az n = 3 esetet. Ekkor Range [3] értéke az {1, 2, 3}
lista (melyet a Mathematica List[1,2,3] alakban tarol). Ennek fejét, azaz a List szt az Apply parancs Times-ra,
azaz a szorzasra cseréli. Viszont Times[1,2,3] eredménye 1 -2 - 3, azaz 6.

20. Irjuk meg a komplexgyokrajzolo figguényt, melynek bemenete eqy egyvdltozds polinom, eredménye pedig e
polinom gydkeinek képe a komplex szdmsikon.

A Mathematica-ban mindez egyetlen Gsszetett utasitasként megvaldsithato:

komplexgyokrajzolo[polinom_] :=
ListPlot[Cases[NSolve[polinom==0] [[All, 1, 2]],
z: (_Complex|_Real) —{Re[z], Im[z]}], PlotStyle—PointSize[0.03]]

A nullara rendezett egyenletet elgszor numerikusan megoldjuk (NSolve). Az eredmény egy (altalaban) komplex szé-
mokat tartalmazo specidlis szerkezetd lista. A komplex szamok kozvetleniil még nem abrazolhatok. Ezért e szamo-
kat rendre kigydjtjiik (erre szolgal az [[All, 1, 2]] operéator), majd (a valos-képzetes résznek megfelelGen) valos
koordinata-parokka alakitjuk, és egy 1j listdban helyezziik el Sket (ezt a Cases teszi meg). Végiil abrazoljuk ezt az
4j listat (ListPlot). (Mivel a Mathematica altal valasztott pontméretet kicsinek talaltuk, a PointSize segitségével
megnoveltitk a pontok méretét). Mindez az 25 + 2% + 2 polinomra alkalmazva a 3. dbrdn lathatéo modon fest.
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Vegiil az 2° 4+ nx? + 2 egyenlet gyokeit abrazoltuk, amint n (—5)-t6l 5-ig fut, 107 lépésekben (4. dbra).

1.5

*!.g *! -0.5 0.

-1.5

4. dbra

Hivatkozasok

[1] Loczi Lajos: A Mathematica els6 évtizede, Természet Vilaga, 129. évf. 11. sz. (1998) 515-518. oldal

[2] Szili Laszlo—Toth Janos: Matematika és Mathematica, ELTE Eo6tvos Kiado, Budapest, 1996.

[3] Stephen Wolfram: The Mathematica Book, 4th edition, Wolfram Media/Cambridge University Press, 1999.
[4] www.wolfram. com

[5] mathworld.wolfram.com

[6] www.integrals.com

[7] www.wolfram.com/products/webmathematica/examples



