1. Egy téglalap oldalai 15,6 és 18 egység hossziak. Irjunk a téglalapba olyan téglalapot, amelynek egyik oldala a mdsik
oldal hdromszorosa €s az adott téglalap minden oldaldra pontosan egy csiucsa illeszkedik a beirt téglalapnak. Mekkordk
a beirt téglalap oldalai?

Megoldas. Legyen a beirt téglalap rovidebb oldala a, ekkor a masik oldal 3a. A beirt téglalap oldalai 2-2 egybevago
haromszoget vagnak le, amelyek atfogoéi a illetve 3a egység. Ezek a haromszogek egymashoz hasonlok. Igy ha a kisebb
haromszog befogdi = és y, akkor a nagyobbaké 3x és 3y. Az eredeti téglalap oldalait z-szel és y-nal kifejezhetjiik:
x4 3y =156 és 3z +y = 18, ahonnan = = 3,6 és y = 4,8 és a® = 3,6% + 4,82, a®> = 36, a = 6. A beirt téglalap oldalai
6 és 18 egység hosszuak.

2. a) Igazoljuk, hogy minden hdromszigben ctg asiny + cosy = g, ahol « az a, v a c oldallal szemkdzti szdg.

b) Egy hdromszogben b = 2a és v = 60°. Szdmitsuk ki a hdromszog mdsik két szdgét!
Megoldas. a) Vegyiik figyelembe, hogy
sin 8 = sin (180° — (a + 7)) = sin (a + ),

és alkalmazzuk a szinusztételt:

b sinf sinacosy+ cosasiny

= cosy + ctg asiny.

a sina sin o
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b) Most — = 2, cos60° = 3’ sin 60° = %, igy 2= 3 + \/T_C‘cga, ahonnan ctga = v/3, a = 30° és igy 8 = 90°.
a
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3. Az (a,) mértani sorozat tagjaira a1 +as +as = 133 és — + — + — Irjuk fel a sorozat elsd ot tagjdat!

ap | az as 1296
Megoldas. A feltételek szerint

1 1 133
aig* 1296

1
a1+a1q2+a1q4=133 és — +

Ez utébbi egyenletbdl az els6 egyenlet felhasznélasaval

a’l(q4 + q2 + 1) — 133 (a q2)2 — 362
a1 (arq") 1296° '

Ha a1¢* = 36, akkor az els6 egyenletbdl 36¢* — 97¢% + 36 = 0, ha a1¢*> = —36, akkor hasonléan 36¢* + 169¢> 4+ 36 = 0.

3
Az els6 esetben ¢% = (_

2) , a1 = 16, igy az els6 6t tag 16, 24, 36, 54, 81 vagy 16, —24, 36, —54, 81, a masodik esetben

2
2
= (g) , a1 = 81, igy az elsG 0t tag 81, 54, 36, 24, 16 vagy 81, —54, 36, —24, 16.

4. Egy bankba 3 évre elhelyeztiink 40 000 forintot kamatos kamatra. Az elsé évben a bank 10%-0s kamatot szdmolt el,
a mdsodik évben a kamatldbat p%-kal novelte, a harmadik évben ujabb p%-kal novelte. Ily médon a harmadik év végén
2939,20 Ft-tal tobbet fizettek ki, mint amennyit a hdrom éven dt a 10%-o0s kamatldb mellett kellett volna. Szdmitsuk ki
p értékét!

Megoldas. A feltételek szerint

) =40 000 - 1,1% + 2939,20.

10 10+ 2
40000-1,1-<1+ +p)(1 *op

100 100
Innen
(11+ 1%0) (1,1 + f—&) —1,2768.
Legyen 1%;0 = 2z, ekkor 222 + 3,32 — 0,0668 = 0. Mivel z > 0, ezért z = 0,02 = 1—30, tehat p = 2.

5. Az (x,y) sikbeli ABCD négyszog A csicsa az origéban van, B csicsa az y tengelyen, C csicsa az elsd sikne-
gyedben, D csicsa az x tengely pozitiv felén helyezkedik el. A BC' oldal egyenesének egyenlete: 2x+y = 12. A CD oldal
merdleges a BC oldalra. A négyszog terilete 31 terileteqység. Hatdrozzuk meg a B, C és D csicspontok koordindtdit!

Megoldas. A B pont koordinatai B(0;12). Legyen a D pont els6 koordinataja d, azaz D(d;0). A CD egyenes

1
egyenlete x — 2y = d. A BC és C'D egyenesek C metszéspontja koordinatai d-vel kifejezve x = 3(244— d),y= 5(6 —d).
Mivel C' az els6 siknegyedben van, d < 6. Legyen E a BC' egyenes és az x tengely metszéspontja, ekkor F(6;0).



1 2 .
A BAD haromszog teriilete 36 teriiletegység, a C DE haromszog teriilete d-vel kifejezve 5(6 —d)- 5(6 —d). Igy

1
36 =31+ g(d—6)2, (d—6)° =52,

ahonnan d = 1 vagy d = 11. Most csak a d = 1 lehetséges, hiszen d < 6. Ha d = 1, akkor D(1;0) és C(5;2).

6. Egy forgdscsonkakip alap-, illetve fedékorének sugara R illetve v (R > r). Egy, az alapokkal pdrhuzamos sik
két olyan részre osztja a csonkakipot, hogy a nagyobb sugari résznél keletkezd csonkakip térfogata harmada az eredeti
csonkakip térfogatanak. Fejezziik ki R-rel és r-rel a sikmetszet sugardt!

Megoldas. Legyen a csonkakip térfogata 3V, a kiegészits kup térfogata Vi, a kimetszett kor sugara .
A hasonl6 testek térfogatanak ardnya egyenls a megfelels szakaszok kdbének ardnyaval. Ezért

V1+3V_R_3 & V1+2V_x_3

V1 N 73 V1 B T37

vV R Vool

1483 —=— & 142 —=—.

+ i 3 és + i 3

" . ) . ) Vo 3z? — 2R? . i
Az egyenls egyiitthatok modszerével A kikiiszobolhets: 1 = — 3 ahonnan a kimetszett kor sugara
1

s/r3 4+ 2R3
r=\l—
3

7. Igazoljuk, hogy a (sinx —/3cos a:) - cosdx = 2 egyenletnek nincs megolddasa a valds szdmok halmazdn.

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalat 2-vel osztva

1, V3
§smx— TCOSLL' -cosdx = 1.

&

Mivel & T ¢ in ~ ezért let
1vel — = COS — €S — = SIn —, ezert az e eniet:
2 3% 3 &y

sin (x — z) -cosdx = 1.
3
Ez pontosan akkor teljesiil, ha sin (:1: - g) =1 és cosdx = 1 vagy sin (3: — g) = —1 és cosdx = —1, tehat

I—g:g—FQkﬂ' és 4dox=2nm, kneZ

vagy
x—g:?’;+2kw és dx=mw+2nmw, k,neZ.

Innen 6x = 57 + 12k7 és 6z = 3nrw vagy 12z = 227 + 24kn és 12x = 37 + 6k, azaz 3n — 12k = 5 vagy 6n — 24k = 19,
ahol k és n egészek.

Ezek az egyenletek egyetlen (n, k) egész szamokbol allo szampéarra sem teljesiilnek, hiszen az els6 esetben a bal
oldal oszthat6 3-mal, a jobb oldal nem, a masodik esetben a bal oldal paros, a jobb oldal paratlan, tehat az egyenletnek
nincs megoldéasa.

8. Tekintsiik a 4° 4+ 2(n + 1) - 2% +n? = 8 egyenletet, ahol az n paraméter egész szam (n € 7).
a) Milyen n esetén van az egyenletnek két kilonbozd megolddsa a valds szamok halmazdn?

b) Milyen n esetén van az egyenletnek pontosan egy megolddsa?

Adjuk meg a lehetséges gyokiok értékét is!

Megoldas. a) A 27-re masodfoku egyenletnek akkor van két kiilonb6z6 megoldasa, ha az egyenlet diszkriminansa
pozitiv, és mindkét megoldés pozitiv, hiszen 2% > 0.

9

D=4(n+1)>—4n®>-8)=4(2n+9) >0, n> —5

Ha D > 0, akkor a masodfokt egyenlet két gydke pontosan akkor pozitiv, ha Osszegiik is és szorzatuk is pozitiv:

9
—2(n+1) >0 és n? — 8 > 0. Ezek egyiitt akkor teljesiilnek, ha, ~5 <n < —V/8, ezért n = —4 vagy n = —3.



Ha n = —4, akkor 4* —6-2*4+8=0,2" =4 vagy 2°* =2, x1 =2, 25 = 1.
Han = —3, akkor 4" —4-2% + 1 =0, 2° =2+ V3 vagy 2" =2 — V3, 23 = log, (2+ V3), 24 = log, (2 - V3).
b) Pontosan egy megoldas akkor van, ha D = 0 és 2¥ > 0, vagy D > 0 és 2” egyik értéke pozitiv, a masik negativ, a

szorzatuk, n? — 8 tehat negativ. Az elsG eset nem lehetséges, hiszen D = 0 akkor teljesiil, ha n = 5 ami nem egeész.
9
Ha D > 0, azaz —5 <nésn?—8<0,akkor —v8 < n < V8, azazn=—-2,n=-1,n=0,n=1vagy n = 2.

1
Ha n = —2, akkor 2% = 1 + /5, x6:10g2(1+\/5);han:—1, akkor 27 = /2, x7:10g2\/§: g;han:O,

akkor 2% =2, g = 1; ha n = 1, akkor 2* = —2 + V11, zg = log, (— 2+ \/11) végiil ha n = 2, akkor 2 = -3 + V13,
T10 = 10g2(—3+13).



