1. Tekintsiik az 2* + 4kx + 4(2k — 1) = 0 egyenletet, ahol k valds paraméter. Igazoljuk, hogy az egyenletnek minden
valds k esetén van valds megolddsa. Oldjuk meg az egyenletet, ha a gyokiok négyzetének dsszege a lehetd legkevesebb.

Megoldas. Az egyenlet diszkriminansa D = 16k* — 16(2k — 1) = (4(k - 1))2 > 0 minden valos k-ra, igy valéban
2
1 1
mindig van megoldas. Most 1 = —2, o = —4 (k — 5), ezért x% + x% =4416 (k — 5) , ami akkor a legkevesebb,

1
ha k = 7 Ekkor 1 = —2, x5 = 0.

Megjegyzés: A feladat masodik része a gyokok és egyiitthatok kozotti Gsszefiiggések felhasznalasaval is megoldhato:

1 2
22 + 22 = (21 + 22)° — 2w120 = 16k> — 8(2k — 1) = 16 (k - 5) + 4.

2. Igazoljuk, hogy egy rombusz oldala pontosan akkor (akkor és csak akkor) mértani kizepe a rombusz dtldinak, ha a
rombusz hegyesszdge 30°.

Megoldas. Jelolje a rombusz oldalat a, a két atlot e és f.
2

a a
Ha a rombusz hegyesszoge o = 30°, akkor a rombusz magassaga m = 7 A rombusz teriilete egyrészt T = TL
masrészt T = %, igy a® = ef, tehat a az e és f mértani kozepe (a > 0, e >0, f > 0).
1
Ha a® = ef, akkor T = a®sina és T = % miatt sina = g a= 30°, mert o hegyesszog.

3. Oldjuk meg a kivetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:

a) V15+2x+ V13 — 2z = 4; b) log,3-logs 3 +logs 3 =0;
c) cos4x+cos4(x—%>=—.

Megoldas. a) Az egyenlet minden valos szamra értelmezett. Emeljiik kobre az egyenlet mindkét oldalat (ez ekvi-
valens atalakitas) és alkalmazzuk az
(a+b)* =a® +b° + 3ab(a + b)

azonossagot:

15420 +13 — 22+ 3-4- /(15 + 22)(13 — 2z) = 64,

Y/ —4a? — 4z + 195 = /27,

ahonnan x; = 6, 9 = 7, és ezek val6ban megoldasok.

1
b) Az egyenlet akkor értelmezett, ha = > 0 és x # 1, x # 3, x # 81. Alkalmazzuk az log, b = I (a>0,a#1,
0ogy a
b>0,b#1) és az log, T log, z —log,y (x >0,y >0,a>0,a# 1) azonossiagokat. Ekkor
Y
1 1 1
. + =0,
logsz loggx—1 loggx—4
1
ahonnan logs z = 2 vagy log; z = —2. Az egyenlet megoldasai: 1 =9, xo = 9
1
¢) Alkalmazzuk a cos® a = 5(1 + cos 2ar), valamint a cos (g — a) = sin« és cos (—a) = cos a azonossagokat.
2
1+ cos2x 2+ I+cos(22—-7%)\ 1
2 2 s
1+ 2cos2x + cos? 2z + 1 + 2sin 2z 4 sin? 2z = 1,
(cos (296 — g) = cos (g — 2:10) = sin2x) ,
sin 2z + cos2x = —1.
Ez utobbi egyenlet sokféle modon oldhaté meg. Az egyenlet azokra az z-ekre igaz, amelyekre sin 2z = —1 és cos 2z =0

3
vagy sin2z = 0 és cos2z = —1, azaz ha =} = Zﬂ + km (k € Z) vagy x, = g +nm (n € Z). (sin2x + 2cos’z = 0,

2cosz(sinx + cosz) = 0.)



4. Az ABC hdromszogben AC = 5.8, BC =5 egység, az AB oldalhoz tartozé magassig m. = 4 eqység. Szdamitsa ki a
hdromszdg kéré irt kor sugardt és a hdromszog teriletét.

. b
Megoldas. A haromszog teriilete egyrészt T = %, masrészt T = %, ahol r a haromszog koré irt kor sugara.
r

-4 58-5-
cr ’70, ahonnan r = 7,25 egység. A feltételeknek két haromszog felel meg. Erre a megallapitasra szerkesztés

r
lehetGségének elemzése, eldjeles szakasszal vald szdmolas vagy trigonometria alkalmazasaval juthatunk. Pl. legyen
4 3 3
CBA<« = B. Ekkor sin 8 = R igy cos B = 5 vagy cos 3 = —- Koszinusztételekkel 5,82 = 52 + ¢ —2-5-¢- = vagy
72-4

g = 14,4 vagy

3
582 =52+c*+2.-5.¢- R ahol ¢ > 0, igy ¢ = 7,2 vagy ¢ = 1,2, tehat a haromszog teriilete 1" =

1,2-4
T = ’T = 2,4 teriiletegység.

5. Igazoljuk, hogy minden n pozitiv egész szamra
a) 36™ + 10 - 3" oszthato 11-gyel;
b) 4%™ — 33" — 7 oszthato 84-gyel!

Megoldas. a) A binomialis tétel alkalmazéasaval
36" +10-3"=(334+3)"+10-3"=33-k+3"+10-3" =11 (3k + 3™).
(A Kkifejezés oszthat6 3 - 11 = 33-mal.)
(36™ +10- 3" = 3"(12" + 10) = 3™ ((12" — 1™) + 11) = 33k.)

b) Az eredeti allitds mar n = 1-re sem igaz.

Helyesbités: Az eredeti feladat helyesen a kovetkezs:
b) 47" — 3% — 7 oszthaté 84-gyel!
Ismeretes, hogy a™ — b™ oszthato (a — b)-vel.

421 32" 7 =16" — 9" — 7= (16 — 9k — 7 = Tm;
4% 32 7= (42" —1) = 3" — 6 = (4 — 1)k — 3l = 3m;

421 — 32" — 7= (4" —8) — (3*" — 1) = 8k — 8] = 8m.
Az adott kifejezés tehéat oszthato 7-tel, 3-mal és 8-cal, mivel ezek relativ primszamok, ezért oszthatd a szorzatukkal
3-7-8-cal, 168-cal is. (No persze igy 84-gyel is.)
a) Tekintsik azt az f: R = R, x — f(x) figguényt, ahol

f(@) = (az +b)* + (cz + d)*,

ahol a,b,c,d € R és ac # 0. Az f fiigguény melyik x helyen veszi fel a legkisebb értékét, és mennyi ez a legkisebb érték?

b) Melyik az a legbdvebb halmaz, amelyre a g(x) = T———— értelmezhetd? Tekintsik az ezen a halmazon
grigax

értelmezett x — g(x) fiigguényt. Felveszi-e a g figguény a legnagyobb, illetve a legkisebb értéket? Ha felveszi, akkor
melyik x helyen veszi fel és mennyi a fligguény szélsdértéke?

Megoldas. a) f(z) = (a® + ¢®)2* 4 2(ab + cd)x + b* + d*. Azonos atalakitasokkal

ab+ cd\? (ad — be)?
a? +c? a? +c?

f(z) = (a2 + 02) (CE +
b+ ed d — be)?
% helyen veszi fel a legkisebb értékét, a legkisebb érték: %.
+c +c
b) A g(x) kifejezés akkor ertelmezheto ha tgz, tg2x ertelmezheto es ha 1 + tgxtg2x # 0. Ez utobbi minden
megengedett x-re teljesiil, igy x 75 +km, k € Z, 2x ;é +nm, x 75 —|—

A fiiggvény az xg = —

, n € Z. Minden mas valés szamra

2
értelmezhets a g(x).
Azonos atalakitasokkal
1 COST - COS2x COS T COS 2T 9
_ = = = cos 2.
1 4 sinz sin2s 7 oo59cos 22 4 sin 2 sin 2z cos T

cosx cos2x

A megadott halmazon a fiiggvény legnagyobb értéke 1, amit az xy, = km, k € Z helyeken vesz fel. A fliggvény a legkisebb
értékét soha nem veszi fel. (cos2z = —1, ha x,, = g + nm, n € Z. x, nem tartozik az értelmezési tartoméanyba.)



7. Igazoljuk, hogy az A(1;—1), B(3;3) és C(4;5) pontok egy egyenesre illeszkednek. Milyen ardnyban osztja a B pont

P AB
az AC szakaszt? Mi azon P pontok halmaza és annak egyenlete, amelyekre — = —— 7%
PB  BC
AP AB
Helyesbités: A 1s6 képlet hel T = .
elyesbités: Az utolso képlet helyesen PO BC
Megoldas. Mivel AB = (2;4) és BC = (1;2), ezért A, B és C egy egyenesre illeszkednek és AB = 2BC.
Azon P(z,y) pontok halmazat keressiik, amelyekre — = 2, azaz AP = 2- PC. Mivel AP > 0 és PC > 0, ezért a

PC
négyzetemeléssel kapott egyenlet, AP? = 4. PC?, ekvivalens a feltételi egyenlettel, igy

(1) (-1 +@y+1)°=4(@ -4+ @y -5)°).
Innen azonos atalakitassal és egyenletrendezéssel a kdvetkezs, a feltételi egyenlettel ekvivalens egyenlethez jutunk:
(2) (z —5)° + (y — 7)° = 20.

A keresett ponthalmaz tehat korvonal, amelynek kozéppontja K (5;7), sugara r = 2v/5.

Megjegyzés: az eredeti szovegezéssel is megoldhaté a feladat, csak a kor egyenlete nem ilyen ,szép". Igy a megfelels
egyenletek:

(1) (z—1)°+(y+1)"=4((x—3)" + (y — 3)%).

Innen azonos atalakitassal és egyenletrendezéssel a kovetkezs, a feltételi egyenlettel ekvivalens egyenlethez jutunk:

@) (_13_1>+(y_%3>_§

8. Oldjuk meg a valds szdmpdrok halmazdn a
cos2x + (1 — 2siny) cosz + 1 —siny =0

kétismeretlenes egyenletet.

Megoldas. cos2x + 1 = 2cos® z, igy

2cos? z + (1 — 2siny) cosx — siny = 0,

1
ahonnan cosx = —7 vagy cosz = siny. Az el6bbi megoldésai
2 4
T = % +2km, yix€R vagy x2, = % +2nm, Y2, €ER.

A maésik esetben cosz = siny, azaz cosz = cos (g - y), tehat x = g —y+2kn vagy x =y — g + 2nm. Innen a
megoldasok:
mﬁzg—t+%m mr=t keZ teR

vagy -
xzynzt—§+2mr, Yoo =t, neZ, teck



