A matematika szamos dgaban bukkan fel és tolt be fontos szerepet az n nemnegativ egész szam faktorialisa, melyet
pozitiv egész n-ekre az
n=1-2-3-...-n

Osszefiigges definial, 0! értéke pedig megéllapodas szerint 1. Cikkiink célja, hogy az n! kifejezést egyszertibb, az analizis
szempontjabol konnyebben kezelhet6 mennyiségekkel becsiiljiik meg, illetve ismertessiik a nagysagrendjére vonatkozo
legfontosabb kozelitéseket. A cikk tovabbi részében n mindvégig pozitiv egész szdmot jelol.

Kiindulasul tekintsiik a Négyjegyd fiiggvénytablazatban is szerepld

n! ~ (ﬁ) 2mn
e

Osszefiiggést, ahol szokés szerint e (= 2,71828) jeloli a természetes logaritmus alapszamat. A fenti képlet — mely
Stirling-formula néven ismert — aszimptotikus becslést fejez ki, ami azt jelenti, hogy n! értéke ,nagy" n-ekre  koriilbeliil"

(E) V2mn. Ezen azt értjiik, hogy az
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képlettel definidlt sorozat hatarértéke 1. Ahhoz, hogy képet kapjunk a formula viselkedésérsl, érdemes néhany n-re
n
megvizsgalni n! és (E) V 2mn egymashoz viszonyitott értékeit. (Az itt felleps elképesztGen nagy szamokat szemlélteti
e
a cikk végén szerepls 4. Megjegyzés.)

n n! (n/e)"V2mn an

1 1 0,9221 1,084 44

2 2 1,919 1,042 21

3 6 5,836 1,028 06
10 3 628 800 3 598 695,6 1,008 365

100 | 9,33262-10™7 9,324 84 - 107 | 1,000 833 6
1000 | 4,023 87-10%°°" | 4,023 53-10%°°" | 1,000 083 33
10 000 | 2,846 25 - 10%°%°9 | 2,846 23 - 10°°%°Y | 1,000 008 333

Konkrét n-ekre azonban a Stirling-formula semmit sem mond n! nagysagérodl, ezért szeretnénk minden pozitiv n-re
érvényes also- és fels6 becsléseket nyerni.
Nemrégiben Pfeil Tamds az alabbi egyenlGtlenséget bizonyitotta be:
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Bizonyitasaban az a szép, hogy teljesen elemi eszkozoket hasznal — csupan elemi egyenlStlenségeket és a binomialis

< 1,533.

tételt. Tole fliggetlenil sikeriilt a szerzének a valamivel élesebb 0,911 < < 1,085 egyenl6tlenséget bebizo-
n

)"\ /o
nyitania, 4&m a bizonyitas elemi volta elveszett: a fels6 becslés ugyanis der(iffz'ZIémst hasznal, az als6 becsléshez pedig egy
integralt kellett kiszamitani.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy még ergsebb eszkozokkel, nevezetesen derivalassal és a Stirling-formula felhasz-
nalasaval (melynek bizonyitasa hosszadalmas és szintén nem elemi) ezen egyenlGtlenségek tovabb javithatok, és meg is
adjuk a, legjobb also- és fels6 korl'étjé,t, azaz megkeressiik a legnagyobb ¢; és a legkisebb cs valds szamokat, melyekre
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A bizonyitas az alabbi észrevételen mulik.

minden n € NT esetén ¢; <

Allitas. Az a,, sorozat szigorian monoton fogyd.



a .
™ _ > 1. Ez ekvivalens a

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a, > an+1 (n > 1), azaz (mivel minden elem pozitiv)

kovetkezdkkel:
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vagyis az e < (1 + —) egyenl6tlenséget kell igazolnunk. Kész lesz a bizonyitds, ha megmutatjuk, hogy az
n

n—i—%
(1 + —) sorozat szigortan monoton fogyo, hiszen az e szam definicioja folytan
n
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lim <1—|——) = lim 1—|——<1—|——> =1-e,
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és szigorian monoton fogyo6 sorozat minden tagja nagyobb a sorozat hatarértékénél.
w+%

n+%
Az (1 + —) sorozat helyett az z — (1 + —) fliggvényt vizsgalva derivaltjara
n x

(8 (m142) - 55)

adodik (itt In jeloli a termeészetes alapu logaritmust). Elég tehat megmutatni, hogy minden = > 0 esetén az f(x) =

1 r+ L
In(1+=)— —2_ fiiggvény negativ. Ez viszont némi szamolassal kovetkezik abbol, hogy lim f(x) = —oo,
T z(x+1) 0+
1
lim f(z) =0 és minden = > O-ra f'(z) = —— > 0.
Jim_ £ 1@ = e

1 n+ao
1. Megjegyzés. A b, = [ 1+ —> (0 < a < 1) alaku sorozatok o = O-ra, illetve o = 1-re az e szém szokasos
n
1 n—oo
hogy éppen o = — esetén leggyorsabb a konvergencia.
Mivel a Stirling-formula szerint lim a, = 1 és belattuk, hogy a,, szigortan monoton fogyo, ezért tetszbleges n > 1

n— o0
esetén a, > 1 valamint a,, < a; kovetkezik. [gaz tehat az alabbi

Ko6vetkezmény. Minden n € N esetén
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€s a bal-, illetve jobb oldalon dllo c1 =1 és co = . konstansok nem javithatok.
T

Eredeti kérdésiinkhoz visszatérve n!-ra a fenti értelemben legjobb becsléseket kapjuk:

(g)n V2 < n! < (%)ne\/ﬁ

2. Megjegyzés. Taylor-sorfejtés és tovabbi fliggvényvizsgalatok segitségével (melyek nagyon sok szamolést igé-
nyelnek) egyre finomabb becslések taldlhatok. Ezek koziil egy (minden pozitiv egész n-re érvényes) egyenlGtlenség az
alabbi:
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A bizonyitasban a




