1. Egy varos lakoinak szdma jelenleg 86 000. A novekedés mértéke évente 5%. Hany lakosa volt a varosnak 3 évvel
ezel6tt? Harom év alatt hany szazalékkal nétt a lakossag létszama?

Megoldas. Ha a varos lakoéinak szama harom évvel ezel6tt x volt, akkor
x-1,05% = 8600, x-1,1576 = 86000, = = 74 290.

A varos lakoinak szama tehat 74 290 volt, a névekedés pedig 15,76%-os.
2. Oldjuk meg a valés szamparok halmazan a kovetkezd egyenletrendszert:

£l 4 9. ylogsT — o7
logs y —logz x = 1.
Megoldas. A logaritmus értelmezése szerint « > 0, y > 0. A masodik egyenletbél
logs y = logs = + logs 3, logs y = logs 3z,
igy az x — logs x fliggvény szigori monotonitasa miatt y = 3x. Helyettesitéssel és azonos atalakitésokkal
219837 9. (32)!°8 " = 27, g o8 T 4 9. (37)!0% T = 97,
¢ g8 T 49 3logsw . glogsw _ o7
z- 718 {9 5. 08T — 97 r-xl98% — 9.

Ez utobbi egyenlet mindkét oldaldnak vegyiik a harmas alapu logaritmusat (ez ekvivalens atalakitas), ekkor logs z +
1 1

(logs a:)2 = 2, ahonnan logsz = 1 vagy logsz = —2,igy 1 = 3, y1 = 9 vagy x2 = g Y2 =3 Mindkét szampéar

valoban megoldas.

3. Egy 2V/3 egység oldalt négyzet minden oldalara a négyzet belsejében olyan egyenld szart haromszogeket szerkesz-

tiink, amelyeknél a szarak altal bezart szog 120°-os. Mekkora annak a négyszognek a teriilete, amelynek csicsai a

haromszogek négyzeten beliili csiicsaival azonosak?

Megoldas. A keletkezett négyszog négyzet. A 120°-os egyenld szari haromszogek alapjahoz tartozé magassag
1 egység, igy a négyzet atléinak hossza (2\/§ — 2) egység, a négyzet teriilete

2
24/3 -2
T — (\/_f) =843
teriiletegység.
4. Az ABC derékszdgl haromszog atfogoja AB = 2v/3 egység. Az atfogo felez6pontja Cy, a BC befogo felezGpontja
Ay. A CC1 silyvonal meréleges az AA; sulyvonalra. Szamitsuk ki a befogdk hosszat.

Megoldas. Jelolje S a haromszog sulypontjat. Az ASC és a CSA; is derékszogli haromszogek. Legyen C'A; =

2v3

AB = a, AC = b. Thalész tételebsl CCy = V3, igy CS = T\/— Legyen SA; = z, ekkor AS = 2z. Pitagorasz
tételének alkalmazaséaval: A

40>+ =12, > +b>=3z)" és 2+ 5= a?.
Helyettesité modszerrel kaphatjuk a megoldést, a = V2, 2a = 2v/2, b = 2. A befogok hossza AC = b = V2 egység,
BC = 2a = 2V/2 egység.
5. Egy téglatest két oldallapjanak teriilete 12 illetve 36 teriiletegység, a testatld hossza 13 egység. Szamitsuk ki a
téglatest felszinét és térfogatat.

Megoldas. Jelolje a téglalap egy csticsabdl induld éleit a, b és c. A feltételek alkalmazaséaval ab = 12, be = 36 és
12 144
a?+b%>+c? = 169. Innen ¢ = 3a, tehat 10a®+b% = 169 és b = —, tehat 10a®+ — = 169, azaz 10a* — 1694+ 144 = 0.

9
Az egyenlet megoldasa: a® = 16 vagy a® = 0"
3
A feltételeknek két test felel meg, az egyiknek az élei a = 4, b = 3, ¢ = 12 egység, a masiké a = ——, b = 4V'10,

V10

9
c= \/—1_0 egység. A két téglatest felszine illetve térfogata: A1 = 2(12 4 36 4 48) = 192 teriiletegység, A2 = 2(12 +

3 9 108
36 + 2,7) = 1014 teriiletegység, Vi = 3 -4 12 = 144 térfogategység, Vo = —— - —— - 4/10 = —— (~ 34,154
) gység, Vi gategység, V2 = —= - s \/ﬁ( )

térfogategység.



6. Melyek azok az n természetes szamok, amelyekre az alabbi allitasok koziil pontosan két allitas igaz?
a) 120n — 4n? — 899 > 0;
b) n + 1 oszthato 7-tel;
c) n? — 1 oszthato 7-tel.

Megoldas. Az a) allitas akkor igaz, ha 4n? — 120n + 899 < 0, azaz ha 14,5 < n < 15,5, tehat n = 15.
A b) allitas akkor igaz, ha n = 7k — 1 alakd, ahol n € N*,

A ¢) allitas akkor igaz, ha n? = 7m + 1 alakd, ahol m € N.

Az a) és a b) allitas egyszerre nem igaz, 15 nem 7k — 1 alaka.

Az a) és a c¢) allitas egyszerre akkor igaz, ha n = 15 és ekkor a b) allitds nem igaz.

A b) és ¢) allitas egyszerre akkor igaz, ha n = 7k — 1, hiszen ekkor

n?—1=(7k—1)°—1=17(7k — 2),

ekkor a) nem igaz.

Pontosan két allitas akkor igaz, ha n = 15 vagy n = 7k — 1 (k € NT) alaku.
7. Adjuk meg az o paraméter azon értékeit a [0, 27] intervallumban, amelyeknél a (2sina +1)2? — 42 +4sina—2 =0
egyenlet gyokei ellenkezd elGjeliiek.

Megoldas. A pontosan masodfoka az? + bz + ¢ = 0 (a # 0) egyenletnek akkor és csak akkor van két ellenkezs
elsjelii valos gyoke, ha ac < 0, hiszen ekkor az egyenlet diszkriminansa D = b? — 4ac > 0 és a gyokok szorzata

T1To = ¢ < 0. (Ha ¢ = 0 vagy ac > 0, akkor ha van gyok, ezek egyike 0, vagy egyezs el6jeliek.)
a

1
Az adott egyenlet gyokei akkor ellenkezg elGjeltek, ha 2sina + 1 # 0, sina # —3 és

(2sina+ 1)(4sina — 2) <0,
1 1
2-4 (sina+ 5) (sina — 5) <0,

Mivel 0 < a < 27, ezért a feltételeknek a kdvetkezs értékek felelnek meg:

1 1
ami akkor teljesiil, ha —= <sina < =.
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Sasy vagy 6 Veey 5 <
8. Héany olyan egyenes illeszkedik a sik B(4;3) pontjara, amely az x tengelyt egész abszcisszaju pontjaban, az y tengely
pozitiv felét primszam ordindtajd pontjaban metszi? Irjuk fel ezeknek az egyeneseknek az egyenletét.

Megoldas. Ha az egyenes az x tengelyt az A(a;0) (a € Z), az y tengelyt a C(0;p) pontban metszi, akkor az

egyenes egyenlete:

—|—%:1, pr + ay = pa.

QR

A B(4;3) pont rajta van az egyeneseken, ezért 4p + 3a = ap. Azonos atalakitasokkal
4p —ap+3a =0, pd—a)+3(a—4)+12=0

12

p primszam és p — 3 osztdja 12-nek, ezért ha p = 2, akkor a = —8, ha p = 5, akkor a = 10, ha p = 7, akkor a = 7.
A feltételeknek harom egyenes felel meg, ezek egyenlete:

r—4y = -8, T + 2y = 10, rH+y=".



