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1. Az a, b, ¢, x, y, z valds szamokra 4 + -+ ¢ _ 0 és z +
T Yy =z a b

x z
Megoldas. a,b,c,z,y,z # 0. Alkalmazzuk pl. az u = —, v = %, w = — helyettesitést; ekkor a két egyenlet
a c
1 1 1 1 1 1
u+v+w=18és — + -+ — =0 alakba irhato, s u? + v? + w? értéke a kérdés. — + — + — = uv tvw + uw = 0 miatt
uoovw uoovw uvw

wv 4+ vw +uw = 0; az (u+v + w)2 = u? 4+ 02 + w? + 2(uww + vw + uw) atalakitasbol kapjuk, hogy u? +v? 4+ w? = 1.
Megjegyzés. Erdemes megvizsgalni, léteznek-e egyaltalan a feladat feltételeinek megfelels u, v, w szamok.
Mivel u4+v =1 —w és uv = —w(u +v) = —w(l —w) = w? —w, igy a t* + (w — 1)t +w? — w = 0 egyenlet két
gybke t1 = u és to = v. (A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefliggések alapjan.) Az egyenlet diszkriminansa

D=(w-1)7-4w?—w)=(w—-1)(-3w—-1) = =3(w—1) (w—|—1); —%Swgl

3
esetén D > 0, tehat talalhatok megfelels u, v szamok. Példaul w = g u=v= ; megfelels.
2. Oldjuk meg a 4-log, 2 =7+ 2-logy x egyenletet a valds szdmok halmazdn!
Megoldas. Az egyenlet alaphalmaza x > 0, z # 1. Attérve azonos alapi logaritmusokra: 4 - lzg—zi =742 logy .

4
Az a = log, x helyettesitéssel egyenletiink — = 7 + 2a alaku lesz, melyet atalakitva a 2a® + 7a — 4 = 0 mésodfoka
a

1 1
egyenletet kapjuk. a; = > as = —4; visszahelyettesitve z-re z1 = V2, £, = 274 = ITh Mindkét gyok kielégiti az
eredeti egyenletet.

3. Az 2® + 2% — 14z + m = 0 egyenlet egyik gyoke 3. Hatdrozzuk meg az m valds paraméter és a mdsik két gyok
értékeét!

Megoldas. Az x; = 3 helyettesités utan 3% + 3% — 14 -3 +m = 0, innen m = 6. Az z — 3 gyoktényez6t kiemelve
23+ 2% — 142 4+ 6 = (z — 3)(2 4 42 — 2) = 0. A masodik tényezd zérushelyei zo = —2 + V6, ill. 23 = —2 — /6.

4. Az ABC hdromszégben a B csicsbdl hizott magassigvonal az AC egyenest a D pontban, a C-bdl hizott ma-
gassdgvonal az AB egyenest az E pontban metszi. Mekkora a DE szakasz hossza, ha CAB< = 70°, AB = 12 cm,
AC =10 cm?

Megoldas. Jeloljik az adott haromszog A, B, C csucsnal 1év6 szogeit hagyomanyosan «, S, y-val, az AB, BC,
AC oldalak hosszat ¢, a, b-vel; igy a = 70°, ¢ =12 em, b = 10 cm.
Készitsiink abrat!

B c

Eszrevehetjiik, hogy BC DFE hirnégyszog, hiszen a BC oldal E-bél és D-bél is 90° alatt latszik. (A négyszog koreé irt
kor kozéppontja a BC oldal felez6pontja.) A htrnégyszogek szemkozti szogeinek osszege 180°, ezért BED<( = 180° —~,
s igy DEA< = v (abra). Hasonloan kapjuk, hogy EDA< = 8. Az ABC és ADE haromszogek tehat hasonlok, mert

DE AE
szogeik megegyeznek. A megfelel6 oldalak aranyét felirva BC — A s mivel az AFEC derékszogli haromszoghal
AE
yroln cosa, DE = BC - cosa = a - cos .

A haromszog BC' = a oldalat a koszinusz-tétel felhasznalasaval szamithatjuk ki:
a?=b24+c>—2-b-c-cosae =100+ 144 —2-10- 12 cos 70°,

a~ 1272 cm, s innen DFE =a - cosa ~ 4,35 cm.

Megjegyzés. A harom magassagvonal talppontja (dbrankon kettst jeloltiink: D és F) meghatarozza az an. talpponti
haromszoget. Meggondolasainkbol kovetkezik, hogy hegyesszogli haromszogben a talpponti haromszog keriilete a -
cosa+b-cosfB+c-cosy.

5. Oldjuk meg a cos (2z) — 3cosx + 2 < 0 egyenldtlenséget a valds szamok halmazdin!



Megoldas. Felhasznélva a cos 2z-re vonatkozo6 addicios tételt és a trigonometria alapegyenletét: cos 2z = cos® z —
sin?z = cos? z — (1 — cos? ) = 2 cos® x — 1. Visszahelyettesités utan az eredeti egyenlGtlenség 2 cos? z — 3cosz +1 < 0
1
alaki lesz, s ez a cos z valtozoban masodfoku. A két zérushely (cosz), =1, (cosx), = 5@ bal oldalt eszerint szorzatta
1 1
alakitva kapjuk, hogy 2(cosz—1) (cos x — 5) < 0. Ennek megoldasa B < cosz < 1. A cosz <1 egyenlStlenség minden

valos szamra igaz, — < cosx pedig akkor teljesiil, ha —% +k-2n<x < % + k - 27, ahol k tetsz6leges egész szam. Ez

tehat a feladat megoldasa.

6. Legfeljebb hdny kilénbozd pozitiv primszam adhaté meg gy, hogy kézulik bdrmely hdrom dsszege is primszam
legyen?

Megoldas. Némi probalkozés utén taldlhatunk négy ilyen szamot (pl. a 7, 11, 13, 23 vagy 19, 23, 37, 41 szamnégyes
megfelels), de 6t6t nem sikeriil. Megmutatjuk, hogy 6t egész szam koziil mindig kivalaszthato harom, melyek Gsszege
oszthato 3-mal (s mivel 6sszegiik 3-nél nagyobb, nem prim).

Az egész szamok 3-mal osztva 0, 1 vagy 2 maradékot adnak. Ha azonos maradékosztalybol valasztunk ki harom
szamot, ezek Osszege oszthatod lesz 3-mal, igy egy-egy maradékosztalybol legfeljebb két szamot valaszthatunk ki. Ugyan-
akkor harom kiilonb6z6 maradéki szam Osszege is oszthato 3-mal, ezért csak két maradékosztalybol valaszthatunk ki
szamokat.

Azt kaptuk, hogy legfeljebb két maradékosztalybol, legfeljebb két-két szamot, vagyis Osszesen legfeljebb négy szamot
véalaszthatunk ki, ha azt akarjuk, hogy koziiliik semelyik harom Gsszege se legyen oszthato 3-mal; a feladat feltételeinek
megfelelGen tehat legfeljebb 4 szam adhaté meg.

7. Az R sugari gombbe irt eqyenes korhengerek kézil melyik henger térfogata maximdalis? Mekkora a térfogat lehetd
legnagyobb értéke?

Megoldas. A beirt henger térfogata csak akkor lehet maximalis, ha tengelye dtmegy a gomb kodzéppontjan, s
alap- és fedskorének keriilete a gomb feliiletén van. Jeloljiik a henger alapkorének sugarat r-rel, magassagat m-mel, s
tekintsiik a tengelyen dtmend sikmetszetet!

A 2R, 2r, m oldalt derékszogi haromszogh6l kapjuk a 4R? = 412 + m? Gsszefiiggeést, s ezen feltétel mellett kell
V = r’mm maximumat meghataroznunk. r*-et kikiiszobolve 4V = (4R2 — mz)wm. Emeljiik négyzetre az egyenletet,
hogy a szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenséget alkalmazni tudjuk. (Szabad négyzetre emelni: a tényezsk
pozitivak, s (4V)2 ugyanott lesz maximaélis, ahol 4V.)
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16V2 = (4R? — m?)°w?m?, = = (4R* — m?)” - 2m>.

™

Ha most irjuk {6l a (4R2 — mz), (4R2 — m2), 2m? pozitiv szamokra a szamtani-mértani kozép kozotti egyenldtlenséget,
akkor a szdmtani kozép allando:

(4R? —m?) + (4R? — m?) + 2m?

(1) Y/(4R% — m2)(4R% —m2) - 2m?2 < 3 :
32V2  8R? 32V? _512RS 1672 RS 47 R3
h \ <——, =< V< V< :
ahonnan oS3 T S T ST S35
4T R3 1
A henger térfogata legfeljebb T et (ez a gomb térfogatanak —= része). A lehetd legnagyobb érték akkor

3V3 V3

érhetd el, ha az (1) egyenlStlenség jobb oldalan szerepld tagok egyenldek, vagyis 4R%—m? = 2m?. Mivel 4R? = 41> +m?,

innen m=—=Résr=4/=-R.

73 3

8. Adott azy = 2 parabola és az A(9,8) pont. A parabola mely P pontjiba hizott érintdjére igaz, hogy ez az érintd
merdleges az AP egyenesre?



Megoldas. Legyen a P futépont koordinataja (p; pz), a P pontba hazott érinté meredeksége m. Ekkor az érinté
egyenlete e: y — p? = m(x — p). Mivel e érinti a parabolat, az egyenes és a parabola kozos pontjait adé y = z2,
y — p> = m(z — p) egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. (Az y tengellyel parhuzamos egyenest kizartuk.)

Az egyenletrendszerbdl 2 — mx — p2 + pm = 0 egyenlet adodik z-re. Egy megoldast akkor kaphatunk, ha a
diszkriminans nulla: m? + 4p® — 4pm = 0, (m— 2p)2 =0, vagyis m = 2p.

Tehat az y = z? parabola tetszGleges P(p;pQ) pontjaba hizott érinté meredeksége 2p.

Az érint6 egy irdnyvektora v(1;2p), ez a feladat szerint merdleges az AP vektorra. ﬁ —P-A= (p;p*) —(9;8) =

(p — 9;p* — 8). Két vektor merdlegességét legegyszertibben a skalarszorzatuk segitségével irhatjuk fel: v - AP = 0.
VAP = (1;2p) - (p— 9;p> — 8) = p — 9+ 2° — 16p,

atrendezés utan a 2p® — 15p — 9 = 0 harmadfoku egyenletet kapjuk.
Eszrevehetjiik, hogy p = 3 gyoke az egyenletnek. A (p—3) gyoktényezot kiemelve 2p* —15p—9 = (p—3)(2p*+6p-+3).

-3 3 -3—3
A 2p? + 6p + 3 = 0 egyenlet tovabbi gyokei p; = +\/_ (= —0,63) és py = T\/_ (= —2,37).

Tehat harom megfelels P pontot kaptunk: P (3;9), P»(—0,63;0,40), P5(—2,37;6,00).



