A Fazekas Mihély Gimnazium idei matematika taborédban hangzott el a kovetkezs feladat:

Legyen Ly a Lucas-sorozat k. tagja (Lo =2, L1 = 1, L,41 = Ly, + Ly,—1). Legyen n szép szam, ha n | L,,.

Lehet-e egy szép szamnak 3-nél nagyobb primosztdja?

A megoldasa maga nem tal bonyolult, ha , megsejtjiik", hogy 1926 = 2 - 3% - 107 szép szam, annal rogosebb 1t
vezet a szam megtaldlasaig. A cikk soran megkisérliink bemutatni — a Lucas-sorozat modulo n vett meghatarozasara
— néhany modszert, amelyek hasonldéan definialt rekurziv sorozatoknal is hasznosak lehetnek. Ezen kiviil bemutatunk
néhany szép tételt a feladattal kapcsolatban, mint példaul, hogy 2 - 3% mindig szép szam vagy, hogy nincs pératlan
szép szam.

Ismerkedjiink meg a Lucas-sorozattall A Lucas-sorozat Fibonacci—tipus sorozat, hiszen minden eleme az el6z6
két elem Gsszege. A Lucas-sorozat els6 néhany tagja:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L, 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123
F, 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
A Lucas-sorozat ala felirtuk a Fibonacci-sorozatot is. A tablazatbol két dolgot maris leolvashatunk: L, = F,, 41 +

F,_1 és megtalaltuk az els6 szép szamot: 6 | Lg = 18.

A Fibonacci-sorozatnal igen gyakran elmondjak, hogy F;, és F, 1 relativ primek. Ez a Lucas-sorozatra is igaz, a
bizonyitas ugyanugy megy. Tegyiik fel d > 1-re, hogy d | L,, és d | L,,+1. Ekkor d | Ly,41 — Ly, = Ly—1, azaz d | Ly, és
d| Ly-1, és ugyanigy d | L,,—o...d | L1 = 1, ami nem lehetséges, mert d > 1.

Kés Géza és Enekes Béla cikkébol (2000. évi 9. szam) azt is tudjuk, hogy egy Fibonacci-tipust sorozat n. tagja
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vagyis L, = ¢ + ¢35, ahol ¢1 + g2 = 1, q1q2 = —1.

Ismerkedjiink meg egy kicsit a problémaval! Probaljunk ki néhany primet, nézziik meg, melyek lehetnek szép szam
0szt6i!

Nézziik meg, milyen n-re lesz L,, a 2 tobbszorose.

n 0 1 2(3 4 5 6 7
Lomod2 0 1 1(0 1 1 0 1

Tehat 2 | L,, akkor és csak akkor, ha 3 | n.
Most nézziik a Lucas-sorozat 3-as maradékat.

n 0 1 2 3 4 5 6 78 9
L,mod3 2 1 0 1 1 2 0 2|2 1

Itt 8 hosszu periodus van, és 3 | L,,, ha n = 4k + 2, ahol k egész.

Az el6z6 két eredményt egybevetve azt kapjuk, hogy szép szamot nem oszthat a 4. Tegyiik fel ugyanis, hogy m
szép, és 4 | m. Ekkor m | L,, miatt 4 | L., (igy 2 | Ly,), ami azt jelenti, hogy 3 | m. Ekkor 3 | m és m | L,,-b&l kapjuk,
hogy 3 | Ly, igy m = 4k + 2, ahol k egész, de ez ellentmond annak, hogy m oszthato 4-gyel. A 4 tehat valoban nem
oszthat szép szamot.

Most nézziik meg a Lucas-sorozat 5-6s maradékat:

n 0 1 2 3|4 5
L,mod5 2 1 3 4|2 1
Tehét 51 L, igy persze 5 nem oszthat szép szamot.
Vizsgaljuk a 7-es maradékokat:
n 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15|16 17
Lymod7 2 1 3 4 0 4 4 1 5 6 4 3 0 3 3 6|2 1

! Fibonacci-tipust sorozatokrol lasd Enekes Béla és Kos Géza cikkét a 2000. évi 9. és 2001. évi 1. szamban.



Tehat 7-es maradék esetén 16 hosszu periodus van, és 7 | L, ha n = 8k + 4. Ez azt jelenti, hogy ha 7 oszt egy m
szép szamot, akkor 7 | L,,, igy 4 | m, ami nem lehetséges, amint azt méar bizonyitottuk.
Vizsgéljuk meg a Lucas-sorozat 11-es maradékat.

n 01 2 3 4 5 6 7 8 9|10 11
Lomod1l 2 1 3 4 7 0 7 7 3 10| 2 1

Tehéat itt 10 hosszt periodus van, és 11 | L,, akkor, ha n = 10k + 5; igy ha 11 oszt egy m szép szamot, akkor 5 | m,
ami nem lehetséges, amint azt mar bebizonyitottuk.

Tehat 4, 5, 7, 11 nem oszthatnak szép szamot, ugyanakkor nagyon hasznos volt a fenti vizsgélat, rengeteg sejtésiink
lehet. Els6 és talan legtrivialisabb, hogy a Lucas-sorozat periodikus modulo p. Erdekes az is, hogy a p-vel oszthato
helyek 2t - k + t alakuak (4k + 2, 8k + 4, 10k + 5). Nem szembet(ing, de észre lehet venni, hogy p | (L, — 1). Térjiink
rd most ezek bizonyitasara.

Vizsgaljuk el6szor csak a 0 maradék periodikussagat. Megmutatjuk, hogy ha k | Ly, és k | Ly44, akkor k | Ly 424,
s6t, ha n > d, akkor k | L, —4. Nézziik a sorozatot, legyen L, 11 = x (mod k).

m n—d . lm=3|In—-2|n—-1|n|n+l1|n+2|n+3]|... n+d
L,, mod k (—1)d71Fd:1: 2x - T 0 T T 2x o | Fgz =0

Lathatjuk, hogy ha L,,+1 = = (mod k), akkor
Lnys = Fox (mod k) 6s Lp_s=(—1)"""F,z (mod k),

ahol Fy az s. Fibonacci-szam. (z, k) = 1, kiilénben L,, és L, 4+1-nek volna 1-nél nagyobb k6z0s osztoja, amirdl pedig
lattuk, hogy nem lehetséges.

Igy, ha k | L, a, azaz k | Fy-x, akkor k | Fy. Ebb6l mar kovetkezik, hogy k | L, 124, mert ha y = Ly, 1441 (mod k),
akkor k | Ly yq miatt Li,qqy4q = Fa-y =0 (mod k). Tehat ha k | Ly, és k | Ly 4 q, akkor k | L, y2q4. Hasonloan adodik,
hogy ekkor & | L,,_q és teljes indukcioval kapjuk, hogy & | Lytq.d €8s k | Lp—p-q-

Most térjiink ra a masik allitas bizonyitasara, nevezetesen, hogy a k-val oszthato Lucas-szamok valamilyen megfelels
t-vel a 2ts 4t alakt helyeken vannak. Tulajdonképpen csak annyit kell megmutatni, hogy valamilyen ¢-re L; és Ls;
oszthato k-val, mert akkor az el6z6 tétel szerint Lsi, L7y, . .., Li2s41); is oszthatoé k-val. Nagyot lendit a dolgokon az
az észrevétel, hogy

3
Ly =¢' + @' = (af +¢4)” — 3dids(at + ab) = L} — 3(—1)'Ly,

hiszen L,, = ¢ + ¢4, ahol ¢; +¢2 = 1, q1¢2 = —1, mint azt a Lucas-sorozat megismerésénél lattuk. Igy ha k | L;, akkor
k| La.

Legyen ezutan t a legkisebb pozitiv szam, amelyre k | L;. Ekkor k | Lg; és igy k | Lot.s4¢. Masrészt k > 2 esetén k
nem osztja az Lo; szdmot, mert

2
Lot =q¥' + 3" = (¢l + ¢b)” — 2¢iqh = L7 — 2(-1)".

Tegyiik fel, hogy van olyan v, amelyre k | L, és v nem 2ts + ¢ alakt. Ekkor van olyan s, amelyre d = |2ts+t —v| < t.
Ha itt egyenl6ség &ll, akkor v = 2at. Mivel Lagt €5 L(2q41); is oszthato t-vel, igy Lo is, ami nem lehet k > 2 esetén.
Ha nem all fenn egyenl6ség, akkor L, és Ly1q is oszthato k-val, igy Ly—ma is, azaz L(, mod ) 18, de mivel d < t, igy
v mod d vagy 0 — ekkor k | Lg < L; — vagy 0 < v mod d < t, ekkor k | L, mod 4y < Lt, ami ellentmond annak, hogy ¢
a legkisebb szam, amelyre k | Ly. Tehat ha k | L,,, akkor n = (2s + 1)t.

Még egy dolgot bizonyithatunk abbdl, hogy Ls, = L;O’l —3(=1)"L,,. Legyen m 3-mal oszthato szép szdm, vagyis
m | Ly, és m = 3my; ekkor L, = 3my - h.

Ly = (3my - h)° = 3(=1)"3mih = 9my (3m3h° — (=1)"h),

vagyis 9m;y | Lo, - Vagyis ha m 3-mal oszthato szép szam, akkor 3m is az. Mivel 6 | Lg = 18 és 6 oszthato 3-mal, igy
18 is szép szam. Teljes indukcioval bizonyithato, hogy 2 - 3" is szép szam, ahol k pozitiv egész. Mivel 2 - 3k | Ly.sk, igy
a fentiek alapjan 2 - 3% | Lo.gk(2511)-

Tehat azt mar tudjuk, hogy a k-val oszthaté Lucas-szdmok a ¢(2s + 1) alaka helyeken vannak, de magarol a ¢-
r6l nem tudunk semmit. Ezen segit, ha bebizonyitjuk a harmadik megsejtett allitast, mely szerint minden p primre
p | (Lp — 1). Els6re nem ttnik kénnytinek ennek bizonyitasa, de a binomidlis tétel segit:

(a+b)"=a"+ (T) a" b+ (;) a" i 4 (?) ab™ ! 4 b

Ebbdl a Lucas-sorozat n. tagja:
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Ha 0 < k£ < p, akkor (f) oszthaté p-vel, mert o — 1 (i) szdmlaloja oszthatoé p-vel, nevezGje pedig nem.
(p !

Mésrészt a Fermat-tételbol p > 2 esetén 22~ =1 (p).
Tehat minden p paratlan primre:
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)50 =1 (mod p).

Az allitas p = 2-re is igaz, hiszen Lo =3 =1 (2).
Ne alljunk meg azonban itt, ezzel a moédszerrel meghatarozhaté L, maradéka is p-vel osztva. Hasznaljuk fel,

p+1\ _(p P\, )
hogy ( k ) = (k:) + (k:— 1), ekkor p # 5 esetén

pt1 pt1
2 2
p+1\ P D ko
2Lppr =P Lpir =3 2%k ) > ((%) + <2k — 1))
k=0 k=0
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Mivel 577! = 1 (mod p), igy 5% = +1 (mod p). Megjegyezziik bizonyités nélkiil & hogy 5 =1 (mod p), ha
p=>5k+16s5"T =—1 (mod p), ha p = 5k £+ 2.

Tehat két eset van. )

1. eset. p = 5k + 1. Ekkor 2L,11 =145 =6 (mod p), ezért L,11 =3 (mod p). Igy L1 = Lpp1 — Ly =3—-1=
2 (mod p). Tehat

n 01 ...](p-1) p p+1
L,modp 2 1 2 1 3

Itt tehat (p — 1) hosszu periddus van. (Persze nem biztos, hogy ez a legkisebb periodus.)
2. eset. p = bk £ 2. Ekkor Ly11 =1 -5 = —4 (mod p), igy Ly+1 = —2 (mod p). Ebben az esetben L, =
L,+L,t1=1—2=—1 (mod p). Tehat

n 0 1 ... p ., p+tl p+2 ... |2p+2 2p+3
L,modp 2 1 1, =2 -1 2 1
Azaz Ly = —Liy (p41) = Lito(p+1) (mod p) vagyis ebben az esetben 2(p + 1) hosszt periédus van.

Ezek az eredmények egybevagnak korabbi megfigyeléseinkkel, melyek szerint p = 3 esetén 8 hosszd, p = 7 esetén
16 hosszt, p = 11 esetén 10 hossza periédus van.
Legyen t a legkisebb pozitiv szam, amelyre p | Ly; ekkor p | Li1p—1 vagy p | —L¢qpt1, azaz p | Liypyi1. Igy 2¢ | p—1

—1 1
vagy 2t | p+ 1. Vagyistng <p+

1 1
vagy t < 1%; mindenképpen t < ]% < p. Tegyiik fel ezutan, hogy m

paratlan szép szam, azaz m | L,,. Legyen ¢ a legkisebb primosztoja m-nek, ekkor ¢ | m és m | Ly,-b6l q | Lyy,; ezért
van olyan legkisebb ¢, melyre ¢ | L;. Erre t | m, és mivel ¢ paratlan prim, ezért ¢ < ¢. Ha r a legkisebb primosztoja,
akkor r | t és t | m-b6l r | m, és r <t < ¢, ami lehetetlen, mert ¢ az m legkisebb primosztoja.

Tehat nem létezik paratlan szép szam.

Ha olyan szép szamot keresiink, amelynek van p > 3 primosztoja, akkor figyelniink kell arra, hogy az a legkisebb
t, amelyre p | L; szintén osztoja a szép szamnak. Konnyen adodik a gondolat, hogy ¢ legyen 2 - 3% alakt, mert ezeket
mar jol ismerjiik. Nem elég azonban, hogy 2 - 3! ptl

2
Ly .g1-nak. 5 a legegyszertibb példa olyan primre, amely a sorozat egyetlen elemét sem osztja. Tehat talalni kell olyan

(s,p) parokat, melyekre p | L.
Legyen p = 5k £ 1; erre lattuk, hogy

-1
vagy b 5 meg kell mutatnunk, hogy p valéban osztédja

n o1 2 3 ... p—4 p—-3 p—2 p—1 p
Lymodp 2 1 3 4 . —4 3 -1 2 1

Tehat Ly,_(24+1) = L2a € Ly 24 = —La,—1 (mod p). Ha p = 4a — 1, akkor Laq—1 = —Laq—1 (mod p), vagyis
Lsa—1 =0 (mod p). Tehat ha p 5k £ 1 és egyben 4a — 1 alaka prim, akkor p | Lprl (pl.: 11| Ls).
Legyen p = 5k &£ 2; mar lattuk, hogy

1 5
2Aki ismeri a kvadratikus maradékokra vonatkozo tételeket: 52 = (7) - (9) =1, ha p = 5k + 1. Ha pedig p = 5k + 2, akkor



n 0 1

2 3 ... p—=2 p—-1 p p+1 p+2
L,modp 2 1 3 4

4 -3 1 -2 -1

Tehat Lpy1-2q4 = —Log €8 Lp—2q = Log+1 (mod p). Hap = 4a—1, akkor Log = — Lo, (mod p), azaz Ly, = 0 (mod p).
Ez azt jelenti, hogy ha p 5k 4 2 és ugyanakkor 4a — 1 alaka prim, akkor p | LPTH (pl. 23 | L12 = 322).

1 -1
Legyen 2 - 3! = p—|2— vagy 2 - 3! = pT, ahol p egy (4a — 1) alaka primszam. Ez utobbi egyenletnek nincs

megoldasa, mert a bal oldal paros, jobb oldal paratlan.
1
Tehat 23! = 2 + , ahol p 5k + 2 alaka prim. 3* = 1 (mod 5) miatt csak azt kell megvizsgalni, hogy 4 - 3! — 1
milyen maradékot ad 5-tel osztva, ha l = 0,1,2,3. A p akkor lesz 5k &+ 2 alakt, ha |l = 4s vagy | = 45+ 3; de | = 4s
esetén 4 - 3% — 1 =(2-3% 4+ 1)(2-3% — 1), ami nem prim, ha s > 1.
Maradnak a p = 4 - 3*%3 — 1 alaka primek. Azt allitjuk, hogy ekkor m = 2 - 3**73 . p szép szam. Lattuk ugyanis,

1
34513 _ 1 egyszerre 4a — 1 és 5k + 2 alaka prim, és m = % (2b+ 1);

hogy 2 - 3" | Lj.3x(2a41), ugyanakkor p = 4 -

345"1‘3 4 . 348"1‘3

igy p| L”T“(2b+1)' Tehat L,,-et osztja 2 - ésp= —1,igy m | Ly,. Tehat m valoban szép szam.
5778
Mivel 4-3% —1 = 107 prim, ezért 54 - 107 = 5778 szép szam. Mar 1926 = is szép szém, mert 107 | L1z = 5778.
Szintén prim 4-37 — 1 = 8747, igy 38 259 378 is szép szam. S6t 4-3° —1 = 57 395 627 is prim igy 1 647 129 028 059 378

is szép szam.




