A kis Fermat-tétel ma matematikai kozhely. Azt mondja ki, hogy egy p primszamra és egy a egész szamra a? =
a (mod p), vagy — ezzel egyenértékiien — hogy ha a p primszamra (a, p) = 1, akkor a?~* = 1 (mod p). Fermat éppen
400 éve, 1601-ben sziiletett, a tételt 1640 koriil taladlta. Soha nem kozolt bizonyitast, és mivel a kongruencia jelolést
t6bb, mint 150 évvel késGbb Gauss vezette be, erés anakronizmus volna, ha a mai alakot, illetve a kérdés ilyen folvetését
Fermat-nak tulajdonitanank. Milyen formaban bukkanhatott a tételre ?

Fermat idején nem voltak hivatasos matematikusok, Toulouse varosanak tigyészeként 6 maga is amatér volt, kivalo
klasszikus miveltséggel és széles nyelvtudassal, latinul, gorogiil, olaszul és spanyolul egyarant folyékonyan irt. Mai
értelemben véve matematikai kozleményt Fermat 1ényegében nem publikalt, eredményei elsGsorban kiterjedt levelezése
nyoméan maradtak fenn.

A kor tudoményos kozéletének f6 formaja a levelezés volt. Fermat legfontosabb partnerei, ezekben az években
Mersenne, Frenicle és Descartes (késébb Huygens és Pascal) voltak. Az optika, a geometria, a gérbék tulajdonsiagainak
vizsgalata mellett az egész szamok vilaga volt Fermat f6 érdekldési teriilete. Egy tobb mint 2000 éves kérdés, a
tokéletes szdmoEgy pozitiv egészt tokéletes szamnak neveziink, ha egyenl$ a néala kisebb pozitiv osztéi Gsszegével.
vizsgalata vezethette 6t a szamelmélet egyik legtobbet idézett eredményére.

Mar Euklidesz is tudta és az Elemek IX. kdnyvében lényegében bebizonyitotta, hogy ha 2" — 1 primszam, akkor
2"71 (2" — 1) tokeéletes szdm. A jol ismert tokéletes szamokra 6 =1+2+3=2"(2°—1),28=1+2+4+7+ 14 =
2% (2° — 1). Azt, hogy a paros tokéletes szamok valamennyien ilyen alakiak, Euler igazolta 150 évvel késobb. Azt
pedig mind a mai napig nem tudjuk, hogy van-e egyaltalan paratlan tokéletes szam.

Egy masik népszert gorog orokség a bardtsdgosKeét pozitiv egésat baratsagos szamoknak neveziink, ha barmelyikiik
egyenld a masiknak a nala kisebb pozitiv oszt6i Osszegével. szamok fogalma volt. Mersenne 1638-ban tudatta Descartes-
tal, hogy

2"t (18-2%" —1) es 2"Th.(3.22"—1)-(6-2°" —1)

biztosan baratsagosak, ha elébbi mésodik, utébbi masodik és harmadik tényezGje primszam. Ha n = 1, akkor a
4.71=284,4-5-11 = 220 szamokat kapjuk; ez a legkisebb baratsagos szampar.

Fermat és kortarsai kozott egyfajta vetélkedés folyt az ilyesfajta szdmok felkutatasaért, egyméssal altaliban az
eredményeket kozolték, ritkabban a modszert, bizonyitast pedig szinte soha. A lehetséges megoldasban alapvetd szere-
pet jatszott annak eldontése, hogy nagy, rendszerint 2" — 1 vagy 3 - 2™ — 1 alaki szdmok primek-e vagy sem; ha pedig
osszetettek, akkor milyen primosztéik vannak. Mersenne példaul 1640-ben azzal a kérdéssel fordult Fermat-hoz, hogy
ismer-e tokéletes szamot 10%° és 10?2 kozott. Az euklideszi feltétel:

1020 < 271 (2" — 1) < 10*

azt jelenti, hogy 34 < n < 37. Mivel pedig 2" — 1 nem lehet prim, ha n Gsszetett, Mersenne kérdése lényegében arra
vonatkozott, prim-e a 27 — 1. Ez a 12 jegyi szam, 137 438 953 471 semmilyen gondot nem okoz a mai matematikai
szoftvereknek, egy atlagos kalkulator lehetGségeit azonban meghaladja, a XVII. szdzadban pedig alaposan probéra
tehette a szamolok tiirelmét. Fermat még abban az évben ratalalt a 237 — 1 torzstényezds felbontasara. 1640 Gszén irt
levelében az alabbi eredményrél szamol be:

Ha n prim és p a 2" — 1 egy primosztdja, akkor p — 1 az n-nek tobbszorose.

Nem sokkal késgbb 6 maga igy kommentalta a fenti allitast:

,Tetsz6leges p primszamra és 1, a, a?, ... mértani sorozatra p-nek osztania kell az a™ — 1 kiilonbséget a p — 1
valamilyen n osztojara; ha pedig N tetszoleges tobbszorose a legkisebb ilyen n-nek, akkor a p osztoja (a™ — 1)-nek is."

Igy talan jobban raismeriink a tétel mai alakjara: N értéke ott p — 1, a legkisebb olyan szam, amelyik méar minden
esetben biztositja az oszthatdsagot.

Fermat tehat eredetileg a 237 — 1 primosztoit kereste. Megkozelitésének lényege jol mutatja gondolkodasanak
mélységét: megvaltoztatva a kérdés targyat, az adott szam, 227 — 1 helyett a p primszamot rogzitve kérdezte, hogy
milyen kitevkre lesznek a p-nek 2™ — 1 alaka t6bbszorosei. Az ilyen tipusu atfogalmazas gyakran dontd egy probléma
megoldésa soran.

Altalaban vizsgalta tehat a 2 hatvanyainak a maradékat tetszéleges paratlan p primszammal osztva. Azt konnytd
latni, hogy létezik olyan kitevs, amelyre ez a maradék éppen 1. A 2 hatvanyai ugyanis véges sok — legfeljebb (p — 1)
— maradékot adhatnak a p-vel osztva, igy lesznek kozottiikk azonosak. Mai jeloléssel oF = om (mod p), és innen
kovetkezik, hogy olk=ml =1 (mod p).

A tovabbiakban hivjuk az ilyen kitevsket jo kitevdknek. Az altala olyan sikeresen alkalmazott descent modszere
szerint Fermat természetes modon fordulhatott ezutan a pozitiv jo kitev6k legkisebbikéhez, amit egyébként ma a p
primszam rendjének neveziink moduld 2. (Az altaldnos tétel a 2 helyett tetszSleges a > 1 egészre vonatkozik, ahol
(a, p) = 1.) Ha ez kg, akkor nyomban latszik, hogy értéke legfeljebb (p — 1), és a Fermat kommentéarjaban emlitett
tulajdonsag egy valtozata is tobbé keveésbé nyilvanvalo: az N pontosan akkor jo kitevs, azaz 2V — 1 pontosan akkor
oszthat6 a p-vel, ha N oszthatd kg-lal.

Ehhez osszuk el az N-et maradékosan kq-lal. Ha N = kg - ¢ + r, akkor

oV = (2M)?. 2" =17.2" (mod p),
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az N-nel egyiitt tehat r is jo kitevé. Mivel pedig 0 < r < kg, csak 7 = 0 lehetséges.

Lathato, hogy Fermat tételének mai alakja ebbdl a sokszalu 6sszefiiggésrendszerbdl emel ki egy 1ényeges elemet: azt
allitja, hogy (p—1) mindenképpen jo kitevdJA kis Fermat-tétel ;hivatalos’ bizonyitésa lényegében valamennyi bevezetd
jellegti szamelmélet tankdnyvben megtalalhato, igy azt most nem kozoljiik.. A fentiekbdl pedig kideriil, hogy ha nem
a legkisebb, akkor annak tobbszorése. Nem tudjuk, hogyan okoskodhatott Fermat, amikor vilagossa valtak szamara
ezek a kapcsolatok, de bizonyosra vehetd, hogy teljes mélységében atlatta ezt a kérdéskort.

A 237 — 1 lehetséges primosztéit keresve ezutan vilagos, hogy az ilyen primekre a 37 sziikségképpen a legkisebb
jo kitevd, hiszen a 37 maga primszam. Mivel pedig Fermat tudta, hogy (p — 1) biztosan jo kitevd, a fentiek szerint
tobbszorose kell legyen a 37-nek: p—1 = 37m. Az m értéke nyilvan paros — ez mar csak rdadas — igy a 237 —1 primosztéi
74k + 1 alakaak. A k legkisebb szobajové értéke 3, amire 3 - 74 + 1 = 223, és valoban,

237 1

=616318177.
993 616318177

A j6 matematikusnak még szerencséje is van, a 223 varatlanul kis primtényezének bizonyult. A masik tényezs,
616318177 =74 - 8328624 + 1, ez pedig valoszintsiti, hogy az is prim — ami egyébként igaz is.
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