A legmegszokattabb szamok az egész szamok és a tortek. Ezeket egyiittesen raciondlis szdmoknak nevezziik. Ta-
nulmanyaink soran a legels6 nem racionélis szam, amellyel taldlkozunk, a 7, a kor keriiletének és atmérdgjének aranya.
Az is megtorténik, hogy a tanoran kozlik, hogy a m nemcsak irracionélis, hanem transzcendens. Természetesen ennek
bizonyitédsa nem szerepel, de joszerivel az sem valik vildgossa, mik azok a transzcendens szamok. Az is el6fordul, hogy
megemlitik, az e (a termeészetes logaritmus alapszdma) ugyancsak transzcendens.

Minden bizonnyal V2 az els6 olyan szam, amelyr6l be is bizonyitjak, hogy irraciondlis, vagyis nem &llithat6 el
két egész szam hanyadosaként. Altalaban is igaz, hogy a ,,gyokos kifejezések” irracionalisak. Ezek a gyokos kifejezések
azért annyibol egyszeriek, hogy valamilyen egész egyiitthatos polinomjuk 0-t ad. Ha példaul nézzik az o = V243
szamot, akkor erre a* — 1002 + 1 = 0 adodik.

Az olyan szdmokat, amelyek gyokei eqy — nem trividlis — egész egyiitthatos polinomnak, algebrai szamoknak nevezzik.
(Trivialis az a polinom, amelynek minden egyiitthatoja 0. E polinomnak minden szam gyoke.) Ne gondoljuk azt, hogy
algebrai szam ugyanazt jelenti, mint gyckos kifejezés. Példaul az 2° — 42 + 2 polinom gydkei definicié szerint algebrai
szamok, de egyikiiket sem lehet kifejezni az egész szamokbodl a négy alapmiivelet és gyokvonasok segitségével. De
térjliink vissza a transzcendens szamokhoz.

Transzcendenseknek azokat a szdmokat nevezik, amelyek nem algebraiak.

Egy transzcendens szamot nehéz , elképzelni”. Pedig ,,nagyon sokan vannak”. Ha egy tizedestort szdmjegyeit egymas
utan véletlenszeriien hatarozzuk meg, akkor biztosan transzcendens szamot kapunk a végén. Csak persze nincs ,vége”.
A 7 vagy az e transzcendencidjanak bizonyitasa komoly segédeszkozoket igényel. Egyébként a 7 transzcendeciajabol
kovetkezik, hogy egy egységnyi oldalu négyzettel azonos teriiletd kor nem szerkeszthets korzd és vonalzo ,szabalyos”
felhasznalasaval.

A tovabbiakban meg fogjuk mutatni, hogy viszonylag egyszertien belathatjuk bizonyos szamokrol, hogy azok transz-
cendensek. S6t, mi tobb, olyan szamokat adunk meg, amelyeket egész konnyen le lehet irni (marmint a szam jegyeit
szolgalo eljarast). Sokan probalkoztak a 7 jegyeinek egymésutani meghatarozasaval; az egyik ilyen probéalkozo szemé-
lyérsl nevezték el Ludolf-féle szamnak. Természetesen a probalkozésokat mindig ,elolr6l” kell kezdeni. Nem lehet az
els6 — mondjuk — 6tmillié jegy figyelembe vétele nélkiil megadni az dtmillidegyediket. De hasonlé igaz a v/2 jegyeinek
a meghatarozasara is.

Azon szamok, az ugynevezett Liouville-szamok esetében, amelyeket itt fogunk megadni, barmelyik jegyet meg lehet
mondani anélkiil, hogy ehhez a t6bbi jegyre sziikség volna. E szamok megkonstrualasanal (pontosabban a transzcenden-
cia bizonyit4dsanal) a racionéalis szaimokkal valé approzimdcidra van sziikség. Egy a valos szamot torttel approximalni
(kozeliteni) azt jelenti, hogy a szamhoz kizel talalunk egy tortet. Tulajdonképpen ennél tobbrol van sz, egyre kozelebb
levé tortet kell talalni. Példaképpen szerepeljen itt a kovetkezs eljaras:

1
,Ha x kdzel van a v/a-hoz, akkor 3 (33 + %) sokkal kizelebb van”. Az a = 2 esetben v2 ~ 1,41421356... . Ha a

3. . e 1T 57T 665857 s . ]
V2 & 3 kozelitést vessziik, akkor az egymasutani értékek: 15’ 103’ 770332 " stb. Az ezekre adodo tizedestortek:

1,5;1,41667...;1,414216...; 1,41421356237 ... stb. Lathatjuk, hogy itt minden lépésben nagyjabél megduplazodik
a helyes jegyek szama. Ez annak a kdvetkezménye, hogy a ,kozelits” b tort V/2-t61 valo eltérése kisebb, mint —-
q

Bizonyithato, hogy ez a jelenség 1épésrél 1épésre 6roklédik. Ezt tekinthet%iik ,»jO kozelitésnek”.

Erdekes jelenség, hogy a racionalis szamokat nem lehet racionélis szamokkal jol kozeliteni (persze nincs is ra sziik-
ség), mig az irraciondlis szdmokat lehet. Ez a megfigyelés a kiindulasa a transzcendens szamok konstruéalasanak (illetve
transzcendencidjuk bizonyitasanak). Megjegyezziik azonban, hogy a transzcendencia bizonyitasahoz ,a jo kozelithets-
ség” tételéhez nincs sziikség.

Tétel. Az« valds szaimhoz pontosan akkor taldlhato végtelen sok olyan (kilénbozd) b tort, amelyre
q

1
o — 2—?‘ < 5
q q
ha « irraciondlis.

Bizonyitas. Mindenek el6tt megjegyezziik, hogy akarmilyen ¢ esetén az ilyen nevezgji tortek koziil legfeljebb
kett6 kozelitheti meg a-t jobban, mint —, egyik ,balrol”, masik ,,jobbrél”. Ha adott egy N természetes szam, akkor —

hasonléképpen — legfeljebb 2N darab olyan N-nél kisebb nevez§ji tért van, amely a nevezé reciprokanél kozelebb van
a-hoz.

1 b
Legyen most el6szoér o = % racionalis szam. Ha | — B' < —, akkor ebbdl |ag — bp| < — kévetkezik. A ¢ > b
q q

b q
esetben tehat |ag — bp| < 1; ami csak ugy lehet, hogy ag = bp (vagyis b_ %), hiszen —1 és 1 kozott 0 az egyetlen
q

egész szam. Az elGzetes megjegyzés szerint b-nél nem nagyobb nevezdjii jol kozelits tort véges sok van, b-nél nagyobb
nevezGji pedig egy, igy a jol kozelits tortek szama véges.

Legyen most « egy irracionalis szam. Itt is egy elGzetes megjegyzéssel kezdjiik. Tekintsiink egy N természetes
szamot, és nézzik a Oa, la, 2a, ..., (N — 1)a, Na szamok tortrészét. Peldaként alljon itt az a = V2 és N = 5 eset:

vy ovay | pvey | evey | ey | Ve
0 ‘0,4142...‘0,8284...‘0,2426...‘0,6568...‘0,0710...




A szamokat rakjuk nagysag szerint sorba:

0; 0,0710; 0,2426; 0,4142; 0,6568; 0,8284.

1
Lathato, hogy a sorban két olyan lépés is van, amikor az ugras kisebb, mint 0,2 = £ Egy ilyen ,kis ugrads” minden

irraciondlis szamnal fellép. Rakjuk sorba nagysag szerint a

{0a}, {1a}, {2a}, ..., {(N —1)a}, {Na}

szamokat. Ez N 4 1 darab szam, amelyek mind a [0, 1) intervallumba esnek, és az elsét kivéve egyikiik sem racionalis,

1 2 N -1 1
hiszen « sem az. Osszuk most fel a [0, 1] intervallumot a 0, —, N NN osztopontokkal — hossztisagi

részintervallumokra. Ezeknek az intervallumoknak a szama N. A skatulya-elv szerint tehdt van olyan intervallum,
amelybe a fenti NV + 1 szam koziil ketts is jut. Van tehat olyan nemnegativ k, £ < N, amelyre {ka} < {fa} (egyenlsk

1
nem lehetnek, mert « irracionalis), tovabba {fa} — {ka} < N (o irracionalitasa miatt itt sem lehet egyenlGség).
1
A tortrészekre vonatkozo elemi Osszefliggések alapjan ebbdl 0 < {(k — f)a} < N kovetkezik. Legyen ¢ = k — £.
1
0 <k, £ <N miatt |¢q] < N. A kapott {ga} < N Osszefliggeés a kovetkez6t jelenti:

1
Vannak olyan pozitiv ¢ < N és p egész szamok, amelyekre |qa — p| < N

1
Az is feltehetd, hogy p és ¢ relativ primek. Hiszen, ha pu és qu megfelelnek, azaz, ha |qua — pu| < N akkor u-val

1 1
osztva azt kapjuk, hogy |qga — p| < No < N és persze ¢ < qu < N.
u

Ebbdl mar azonnal kovetkezik az, hogy L jol kozeliti a-t. Valoban, felhasznalva a 0 < ¢ < N 0Osszefliggést, azt
q

kapjuk, hogy
P < 1 < 1
a—= — < —.
ql Nqg~ ¢
Meég azt kell belatni, hogy végtelen sok ilyen tort van. Ez azt jelenti, hogy akdrmennyi megfelel$ tortet vesziink is,
mindig talalhato ezektdl kiilonb6z6 jol kozelits tort.

1
Tegyiik fel, hogy &, cee bn megfelel6 kozelits tortek, vagyis a |g;a — pi| = &; pozitiv szamokra ; < — (i =
1 q di

n (3
1, ..., n), tovabba p; és g; barmely i esetén relativ primek. Mivel az ¢; szdmok pozitivak, ezért van olyan N természetes

y . ]

szam, amely nagyobb, mint ezek barmelyikének a reciproka, vagyis barmely i esetén ~ < |gia — p;|. A fenti eljarast
1

erre az N-re végezve a kapott p és g szamokkal |ga — p| < N < |giae — p;| adodik. Ez az egyenl6tlenség nyilvan akkor

is fennall, ha p és q legnagyobb kozos osztojaval egyszertsitiink. Igy b nem egyezhet meg a mar figyelembe vett tortek
q

egyikével sem, tehat ajabb tortet kaptunk.
Ezekutan bebizonyitjuk Liouville-nek azt a tételét, amelyik azt mondja ki, hogy az algebrai szdmok nem kozelithet6k
nagyon jol racionalis szdmokkal.

Tétel. Ha o gydke eqy egész egyiitthatds n-edfoki polinomnak, akkor csak véges sok olyan b tort létezik, amelyre
q

1
qn+1'

b
a—=%

q
Bizonyitas. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a bizonyitashoz valojaban nincs sziikség az el6z6 tételre. Az is
vilagos, hogy ez a tétel az n = 1 esetben pontosan azt adja, hogy a raciondlis szaAmok nem approximalhatoak jol.

Mint az el6z6 tételben is lattuk, ha a pozitiv g kisebb egy elére megadott N szamnal, akkor legfeljebb véges sok
1
tortre lehet }a — ]—?} < -.
q q
Tegyiik fel, hogy a gyOke az egész egyiitthatos f(z) = a,a™ + -+ - 4+ a12 + ag polinomnak, ahol a, # 0. Az f(z)
polinomnak legfeljebb n gyoke lehet, ezért csak véges sok racionélis gyoke van (0 darab is véges sok!). A fenti N szémot
megvélaszthatjuk agy, hogy az itt szébajovs tortek nevezdjénél is nagyobb legyen.

<

Most tovabbi torteket fogunk kizarni. Ha |o — b > 1, akkor a megkivant egyenlGtlenség nem &llhat fenn, ezért

p

feltehets, hogy |a — a

< 1. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy o — 1 < £ < a 4 1, vagyis 3‘ < la| +1.
q q

Tekintsiink most egy = tortet, ami nem gydke az f(x) polinomnak. Ez azt jelenti, hogy
q

1) f(%)—<§)++<§>+¢o



A tagokat kozos nevezdre hozva és Osszeadva egy olyan tortet kapunk, amely nem 0, a szamléloja egész szam és a

nevezdje ¢". Ez pedig azt jelenti, hogy e tort abszolut értéke legalabb —, tehat
q”l

Pyl L
® 'f (q)‘ S
Tudjuk viszont, hogy f(a) = 0. Ezért f (g) —fla)=f (g) kovetkeztében
® £(5) -]z o
q T

(3) bal oldalat atalakitva olyan Gsszeghez jutunk, amelynek tagjai a; <<§> — ai> alaktak. Minden egyes ilyen tagbol

kiemelhetd (1—7> — . Ezért a bal oldalon kiemelhets ez a tényez6 és egy olyan F (1—?, a) polinom marad, amelynek
q q

az egyltthatoi az f(x) egyiitthatoibol készithetSk el. Ezek utan megvizsgaljuk (3) bal oldalanak az abszolut értékét,

)

adodik. Most a bal oldal els6 tényezdjét novelni fogjuk. Ez a tényezé

5) Bi = a; f (1_9>j Q=170

j=0 N1

1
i

q

alaku tagok Osszege. Felhasznaljuk azt, hogy az Gsszeg abszolat értéke legfeljebb akkora, mint a tagok abszolut érté-
kének az Osszege és a szorzat abszolut értéke megegyezik a tényezsk abszolut értékének a szorzataval. A szébanforgo
tényezs tehat legfeljebb |Bo| + - -+ + |Bn|- Most egy-egy 5; értékét fogjuk feliilrsl becsiilni. Legyen A az a;-k abszoldt

értékének a maximuma. ‘1—7‘ < lal + 1 és a trivialis |a| < |a| + 1 alapjan (5)-ben |B;] < A-i-(Ja| + 1) adédik.
q

Mivel |a| + 1 > 1, ezért tovabb noveliink, ha mindegyik (|| + 1)*! helyébe (Ja| + 1)"-t frunk. A vizsgalt tényezében

osszesen n + (n — 1) + --- 4+ 1 < n? tag van, ezért a vizsgalt tényezs legfeljebb

(6) K=n%>A-(a+1"

Ez a K szam nem fligg (a ,megmaradt”) b tortektol, csak az elére magadott f(x) polinomtodl és az o szamtol. Azt

kaptuk tehat, hogy vannak olyan K, N szdmok, hogy ha ¢ > N, akkor

a—g‘z

q

1
K- —.

q

Ha marmost az M szamot agy vélasztjuk, hogy M > K és M nagyobb a fentebb valasztott N szamnal is; tovabbé
olyan ¢-t valasztunk, amelyre ¢ > M, akkor a legutobbi egyenl&tlenségbdl

1
qn—i-l

a—g‘z

(7) .

adodik. Eszerint csak véges sok olyan tort létezik, amelyikre (7) nem teljesiil.
Az el6bbi tétel segitségével elGallithatunk végtelen sok transzcendens szamot, az ugynevezett Liowville szamokat.

Tétel. Tetszbleges m > 1 természetes szamra létezik az

oo

1
(*) Om =2
n=1

végtelen Osszeg, amely transzcendens szamot allit els.

Bizonyitas. Azt kellene mindenekel6tt bizonyitani, hogy a fenti ,végtelen Gsszeg” értelmesen definidlhat6. Ez
nem okozna til nagy nehézséget, de konnyen értelmezhets az m = 10 esetben. Azért valasztjuk ezt az esetet, mert
szamrendszeriink alapszama 10. Hasonl6 eljaras alkalmazhat6é minden méas m esetében, ha az m alapt szamrendszerben
dolgozunk.



Legyen tehat o = ago. A (%) felirds most egy végtelen tizedestortet szolgaltat. Ebben a tizedestortben az i-edik
helyen 1 &ll, ha alkalmas n természetes szamra ¢ = n! (0 nem természetes szam), a tobbi helyen pedig 0 all. A kapott
szam tehét

a = 0,11000100000000000000000100. . .

k

1
alakt. Most tetszéleges k > 2 egész szamra értelmezziik a Pk _ Z —— kozelitd” torteket. Ha kozds nevezére hozunk
dk m™

és ugy adunk 6ssze, akkor g, = 10" adodik, mig py, utolsé szamjegye 1 lesz. Ezért a fenti tért mar egyszerisithetetlen
alak.
Nézziik ezutdn a v, = o — Pk kiilonbséget. Ez egy olyan tizedestort, amelyben az elsé 0-t6l kiilonb6zé jegy a
k

n=1

(k 4+ 1)!-adik helyen szerepel és a tovabbi jegyek kozott szerepel a 0 is. Ezért biztosan kisebb annél a racionélis
szamnal, amelyben eggyel elébb szerepel 1, és minden mas helyen 0 all:

1
Ve S JotRrDi—Te

1
Mivel (k+ 1) =1=Fk- -kl + (k! =1) < k-k!, ezért v, < @
dk
Legyen most n rogzitett és tekintsiik az 6sszes k > n + 1 szdmot. Ezekre
Dk 1 1
a—— =< < —
qr (ge)* = (g)"t?

teljesiil. Ezek a tortek mind kiilonbozéek, mert rovidithetetlen alakban vannak megadva, és ezek kiilonboznek. Eszerint
a barmely n-re végtelen sokszor ,,jol kozelithetd”, tehat egyetlen n-re sem lehet gyoke egy nem azonosan 0 egész
egyiitthatos polinomnak; « tehat transzcendens.

Fried Ervin



