flAz 1. rész a K6MaL 2000 /9. szaméban az 513-517. oldalakon olvashato. Ott az 516. oldal kézepén allo egyendt-
lenséghbe sajtohiba keriilt. Helyesen:

—1\?2
x§+2~12§<p7> +2 < p?.

Az els6 részben elkezdtitk vizsgalni, milyen pozitiv egész d szamokra teljesiil, hogy ha két z? + dy? alaka szam
hanyadosa egész, akkor a hdnyados is ilyen alakt. A d = 1 és a d = 2 eset utdn most vizsgaljuk a d = 3 esetet. Legyenek
a ) halmaz elemei azok a p primek, amelyekre p | 22 + 3y%-bol kovetkezik, hogy p | z, p | y, a Py halmaz elemei pedig
az x4 3y? alaka primek.

Most nem miikédik a d = 2-re adott bizonyitas, ugyanis 2 ¢ Q (példaul 2 | 12 +3-1?), és 2 ¢ P, hiszen nem irhato
fel 22 4 3y? alakban. Nincs azonban nagy baj, csak kisebb modositasokra van sziikség.

ElGszor is megmutatjuk, hogy 2 | z2 + 3y? esetén 4 | 2° 4+ 3y?, tehat a 4 bizonyos értelemben primként viselkedik.
Ez konnyen lathato, ugyanis

=0 vagy 1 (mod4) és3y°=0 vagy 3 (mod 4), figyr? +3y° =0 vagy 1 vagy 3 (mod 4).

2 2
Ha ki tudjuk egésziteni az 1. Tételt azzal, hogy 4 | a® + 3b* esetén az 1 is 2 4 3y alaki, akkor a bizonyitas

soran a 2 primszamot a 4-gyel helyettesitve a d = 2-re adott bizonyitas mar sz6 szerint miikddni fog. Ezt a kiegészitést

fogjuk most bizonyitani:
2 2

Vizsgaljuk az GT tortet. Két lehetGség van: 2 | a és 2 | b, vagy 2 |[/a és 2 |/b. Az els6 estben az allitas
2 3b2
nyilvanvalo, a-t és b-t is el kell osztani 2-vel, igy az %—et kapjuk z? 4 3y? alakban. Ha 2 |/a és 2 |/b, akkor az

1. Tételneél leirt bizonyitas sz6 szerint mikodik az #° 4+ 3y? = prim helyett 2% + 3y* = 4-re is addig, hogy
22 + 3y | ay — bz vagy 22 + 3y | ay + bz
kell, hogy legyen. De most x =y = 1, igy
4]a+bd vagy 4]a—>

kell, hogy legyen. Mivel a és b paratlan, azért ezek koziil az egyik valoban teljesiil.

Ezzel az Allitast d = 3-ra is bebizonyitottukEEz volt a decemberben Kkittizott B. 3421. feladat.

Nagyobb d-kre méar ez a bizonyitasi médszer nem mikodik. Példaul, mint majd késébb latni fogjuk, d = 5-re igaz
az allitas, és megis 2 ¢ Q (peéldaul 2 | 12 +5-12), 2 ¢ P (nem irhato fel 22 + 5y alakban), és az sem igaz, hogy
2 | 22 4 5y? esetén 4 | 22 + 5y? (példaul 6 = 1% + 5 - 12). A bizonyitashoz mindenekelStt egy, az 1. Tételnél erésebb
tételre van sziikség:

2. Tétel. Ha ap és bp is x° + dy® alaki, akkor az ab is x* + dy* alakii.
(Ennek specialis esete az 1. Tétel: ha az ap és az 1 - p is z? + dy? alaku, akkor az a - 1 is az).

Bizonyitds. Legyen
ap = 2 4 dy? 6s(3)bp = 22 + dv*.(4)

Ekkor a (*) azonossag szerint
abp? = (zz + dyv)? + d(zv F y2)2.

Nyilvan elég azt bizonyitani, hogy

(5) plov—yz  vagy  plav+yz,

mert ekkor p | xz + dyv, illetve p | zz = dyv lesz (p? | abp® = (xz + dyv)? + d(xv F y2)? miatt), és igy

b — (mz:tdyv>2+d<xv:|:yz>27
p p
rz £ dyv | v
—— és az

ahol az wrye egész. Ahhoz, hogy az (5) teljesiiljon, ismét elég a p | (zv — yz)(av + yz)-t, azaz a

(6) plav? -y
oszthatosagot bizonyitani. A (3) és (4) alapjan

r? = —dy? és — dv? = 2% (mod p).




Ezeket Osszeszorozva:
de?v? = dy*2?, azazd(z*v? — y?2%) = 0 (mod p).

Igy p |/d esetén a (6) valoban teljesiil, ha pedig p | d, akkor a p | x2 + dy? és p | 2° + dv® miatt p | z és p | 2, igy a (6)
ekkor is teljesiil.

Most vizsgaljuk a d = 5 esetet (d = 1, 2, 3-ra méar bebizonyitottuk, d = 4-re pedig nem igaz, mivel a 4 egy
1-nél nagyobb négyzetszam). Hasznaljuk a szokasos jeloléseket: legyenek a @ halmaz elemei azok a primek, amelyekre
p | % + 5y*-b6l kovetkezik, hogy p | « és p | y, és legyenek a P; halmaz elemei azok a primek, amelyek felirhatok
2?2 + 5y? alakban. Vezessiink be egy P, halmazt is: legyenek a P, halmaz elemei azok a p primek, amelyekre a 2p
felithato x2 4 5y? alakban. A 2. tételbsl, valamint abbol, hogy 2 nem irhato fel 2% + 5y® alakban kovetkezik, hogy e
harom halmaznak nincsen kozos eleme.

Be fogjuk bizonyitani, hogy minden p prim eleme @-nak, P;-nek vagy P»-nek. Most is teljes indukciéval fogunk
bizonyitani: p = 2-re igaz, mert 2 € Py (2p = 4 = 2% 4+ 5. 0%). Tegyiik fel, hogy a p-nél kisebb primekre mér
bebizonyitottuk, és vizsgaljuk a p-t.

Tegyiik fel, hogy p ¢ Q. Ekkor a d = 2 esethez hasonloan létezik olyan z, y, amelyre p | z? + 5y, ahol 22 + 5% <

2
-1
(pT> + 5. Ez p > 3 esetén kisebb p2-nél, tehat a p-n kiviil csak p-nél kisebb primtényezsi vannak. Ezek mind

elemei Q-nak, P;-nek vagy Po-nek az indukcios feltétel alapjan. A Q-beli és Pi-beli primekkel a d = 2 esethez hasonldéan
leoszthatunk. Igy egy olyan 2% + 532 alaki szamhoz jutunk, amelynek a primfelbontdsaban szerepel egy p tényezd, és
ezen kiviil csak P»-beli primtényezdk.

Legyen egy ilyen Ps-beli primtényezs q. Legyen 22 + 5y% = pga. Ekkor a pga x2 + 5y alaki, és mivel a g Pa-beli,
azért a 2q is az. Igy a 2. Tétel alapjan a 2pa is z + 5y* alaka. Elvégezve ezt az atalakitast minden 2-nél nagyobb
Py-beli primtényezével, végiil egy 2F - p szamot fogunk kapni 2 + 532 alakban.

De 4 | 2% + 5y% esetén 2 |  és 2 | y, igy 4 | 22 + 5y? esetén x-et és y-t is eloszthatjuk 2-vel. Igy a 2% - p szamot
eloszthatjuk 4-gyel (k > 2 esetén). Osszuk el 4-gyel annyiszor, ahényszor csak lehet, végiil p-t vagy 2p-t fogunk kapni
22 4 5y? alakban. Tehét valoban p € Py vagy p € P», a megfelels felbontas most is létezik.

Most azt fogjuk bebizonyitani, hogy ha p; € Py és py € Py, valamint a p1pea szam z° + 5y? alaki, akkor az a szam
is 2 + 5y? alaka. Valoban, ha a pipsa és a 2p; is 22 + 5y alaki, akkor a 2poa is 22 4 532 alaki, és ha a 2psa és a
2py is 2 + 5y? alaki, akkor a 2-2a is 2% + 5y alaku (a 2. Tétel alapjan). Azt pedig mar bebizonyitottuk, hogy 4-gyel
lehet osztani, igy valoban az a is = + 5y alak.

Veégiil bizonyitsuk be, hogy egy 22 4+ 5y? alakt szam mindig néhany Q-beli, néhany Pj-beli és paros sok Ps-beli
prim szorzata. Valoban, a @Q-beli és P;-beli primekkel leoszthatunk, majd parosaval leoszthatunk a Ps-beli primekkel
is. Igy ha paratlan sok Py-beli prim lenne, akkor végiil egy Ps-beli primet kapnank x? + 5y alakban. Igy a p és a 2p
is 2 + 5y? alaku lenne, tehat a 2. Tétel alapjan a 2 is, ami ellentmondas.

Ezek utan vizsgaljunk egy

22 + 5y?
22 + 5v2
2 2

5
tortet. Ezt rendre egyszertisithetjiik a Q-beli, P;-beli, és parosaval a P»-beli primekkel, és végiil # alaki tortet

kapunk, tehat a hanyados is ilyen alaki.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy d = 5-re is igaz az allités.

Ugyanigy bizonyithatunk d = 6-ra is. Azonban d = 7-re mér a bizonyitas nem mikddik, két okbol sem: egyrészt
nem teljesiil p > 3-ra a

—1\2
(7) (7”7) +d<p?
(ez lenne a kisebbik probléma, ugyanis p > 5 esetén mar teljesiil, a p = 3 pedig d = 7 esetén @Q-beli), masrészt nem

lehet 4-gyel osztani. Ez akkora probléma, hogy d = 7-re nem is igaz az allitas. Példaul
124712
2247-02 7
ami nem 22 + 7y? alakd. Hasonlé modon nem igaz d = 8-ra sem, ekkor
0*+82
224+8-02
A d =7 és d = 8 esetébdl altalanosabb tapasztalatot is lesziirhetiink:

3. Tétel. A d-nek, és d > 3 esetén a (d+ 1)-nek is négyzetmentes szamnak kell lennie.



Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a d nem négyzetmentes, tehat a?b alakba irhato, ahol a > 2. Ekkor

0> +d-1?

— =.
a?+d-02

Mivel b < d, ez csak akkor lehetne 22 + dy? alaki, ha négyzetszam lenne. De ha a b négyzetszam, akkor a d is az, és
azt mar tudjuk, hogy a d nem lehet 1-nél nagyobb négyzetszam.
Most vizsgaljuk azt, amikor a d + 1 nem négyzetmentes, tehat d + 1 = a?b, ahol a > 2. Ekkor

12 4+d-12

S
a2 +d-02 ’

ami a fentiekhez hasonlé modon csak akkor lehet z2 +dy? alaki, ha a d+ 1 négyzetszam. Igy d+1 = 0 vagy 1 (mod 4),
azaz d = —1 vagy 0 (mod 4). Ha d = 0 (mod 4), akkor a d nem négyzetmentes, igy a fentiek alapjan nem igaz ra az
allitasunk. Ha pedig d = —1 (mod 4), akkor az

12+d-12  d+1 324d-12  d+9
24412 4 24+d-12° 4

tortek egészek. De d > 3 esetén a tortek kisebbek d-nél, igy csak akkor lehetnek 2% + dy? alakuak, ha négyzetszamok.
De a keét tort kiilonbsége 2, és két négyzetszam kiilonbsége nem lehet 2.

Vizsgaljuk tovabb a d lehetséges értékeit. Lattuk, hogy a d = 7-re és d = 8-ra nem igaz az allitdsunk. Nyilvan
d = 9-re sem igaz, mert a 9 négyzetszdm. Azonban d = 10-re igaz, itt miikodik a d = 5-re adott bizonyitas: ekkor 2 € @,
4-gyel lehet osztani, 3 € @, és p > 3-ra teljesiil a (7) egyenl6tlenség, igy innentdl miikodik a teljes indukcio. A d = 11
és d = 12 esetben nem igaz az allitas, mert ekkor a d + 1, illetve a d nem négyzetmentes. A d = 13 esetben megint
csak mikodik a d = 5-re adott bizonyitas (2 € @, 4-gyel lehet osztani, 3 € @, p > 3-ra teljesiil a (7) egyenlGtlenség).
A d = 14 esetben sem a (d + 1)-nek, sem a d-nek nincs 1-nél nagyobb négyzetszam osztoja, az allitds mégsem igaz:

22414-1
324140

A d=15,16, ..., 20 esetben a d vagy a d + 1 nem négyzetmentes.

Most vizsgaljuk a d = 21 esetet. A mar ismert @, P;, P> halmazokon kiviil vezessiik be a P35 és Pg halmazokat, a
Ps elemei legyenek azok a p primek, amelyekre a 3p felirhaté =2 4+ 21y? alakban, a Ps elemei pedig azok, amelyekre a
6p felirhaté z2 + 21y alakban.

Ekkor 2 € Py, 3 € P3,5 € Ps (mert 2p =4 = 22 +21-0%, 3p =9 = 3% +21°, illetve 6p = 30 = 32 +21-12), p > 5-re
pedig teljesiil a (7) egyenl6tlenség. Ezen kiviil 22-nel és 3%-nel lehet osztani, igy a d = 5 esethez hasonléan be lehet
bizonyitani, hogy minden prim eleme @-nak, P;-nek, Po-nek, Ps-nak vagy Pg-nak.

A d = 5 esethez hasonléan be lehet bizonyitani, hogy egy szam akkor és csak akkor irhato fel z2 4+ 21y? alakban, ha
Ps-beli és Ps-beli prim 6sszesen péaros sok van benne, valamint Ps-beli és Ps-beli prim 6sszesen péaros sok van benne: le
lehet osztani a (Q-beli és P;-beli primekkel, parosaval le lehet osztani a P»-beli, Ps-beli, valamint a Ps-beli primekkel,
tovabba le lehet osztani egy Po-beli, egy Ps-beli és egy Pg-beli primmel egyszerre. Ezek utan a bizonyitas folytathato.

Cso6rnyei Marianna



