A Kwvant cimii, orosz ifjusdgi matematika—fizika folydiratban jelent meg a kovetkezs feladat{JA feladat kitiizGje
E. B. Denkin, sorszama M. 185. A révid megoldas megtaldlhatd a Kvant 1973. évi 10. szaméaban.

1
Egy egységnyi teriiletd zsdkon 6t folt taldlhato, amelyek barmelyikének a teriilete legaldbb 3 Mutassuk meg, hogy

van a foltok kozitt kettd, melyek kozos részének teriilete legaldbb 1

A kovetkezSkben egyszeriibb feladatokon keresztiil a probléma altalanositasahoz is eljutunk. A felmeriil6 nehezebb
feladatokat *-gal jeloltiik. Az alabbiakban a zsakot, valamint annak teriiletét is (a feladatban ez egységnyi) M bettivel
jeloljiik majd, a foltokat és azok teriileteit pedig M7, Ma, Ms, My, Ms-tel. Sziikségiink lesz példaul az M; és M foltok
koz0s részére; ezt Mo jeloli majd, és hasonléan, az My, Mo, Mz foltok kozos részét Miss stb. Reméljik, a szoveghdl
vilagosan kideriil majd, mikor beszéliink egy alakzatrol és mikor annak teriiletérdl.

Lassunk hozz4 a feladat megoldasahoz!

5
Abbol, hogy a foltok teriiletének Osszege, My + My + M3 + My + My > oL tehat nagyobb a zsdk teriileténél

(hiszen M = 1), kovetkezik, hogy a foltok kozott vannak atfedések. A feladatban also korlatot kell keresniink a foltok
paronkénti kozos részének a teriiletére, meg kell becsiilniink az M2, M3, ..., Mys szdmok legnagyobbikat.
El6szor megmutatjuk, hogy

(1) M—(M1+M2+M3+M4+M5)+(M12+M13+M14+"'—|—M45)ZO.

Ha a foltok kozott nem volnanak atfedések, akkor méar az M — (M7 + Ma + Ms + My + Ms) kiilonbség sem lenne
negativ; ez a kiilonbség egyenls volna a zsédk azon részének a teriiletével, ahol egyaltalan nincsen folt. Mivel a foltok
metszik egymast, az My + My + Ms + My + Ms Osszeg lényegesen nagyobb, mint a zsék foltokkal fedett részének S
teriilete; itt természetesen S < M = 1. Valoban, az My + Ms + M3 + My + M5 Gsszegben az Mo részt kétszer is
szamoltuk, mivel az M; és az M, tagok is tartalmazzak; ugyanigy, az Mio3 részt haromszor, és igy tovabb.

Most bebizonyitjuk, hogy

(1) §= M=) M,
ahol a képletben ZMl = My + My + Ms + My + Ms; ZMij = Mis + Mi3 + --- + Mys, és a tovabbiakban is

eszerint hasznéljuk a Z jelolést. Mivel M > S| innen méar kovetkezik az (1) egyenl6tlenség, annak alapjan pedig mar
megbecsiilhetjiik a legalabb kétszer lefedett teriiletek Mo, Mis, ... nagysagat. Valoban, (1)-bol kovetkezik, hogy

5 3
My + Myz + -+ Mys > (My + Mg + Mz + My + Ms) — M > 5—12 3
5
A foltok paronkénti atfedéseinek szama ( 2) = 10, azért az Miq, Mys, ..., Mys szamok legnagyobbika nem kisebb,
3

mint 3 10 = 20" Becslésiink sajnos gyengébbnek bizonyult a sziikségesnél, mivel 3 > 20"

1
1. feladat. Az egységnyi teriiletd zsdkon kilenc, egyenként 3 teriiletd folt talalhato. Mutassuk meg, hogy van

1
kozottiik kettd, amelyek kozos részének teriilete legalabb TR

A szitaformula

A fentiekben a zsék foltozott részének S teriiletére kapott (1’) becslés nem bizonyult eléggé élesnek. Probélkozzunk
finomabb modszerrel: hagyjuk el (1') jobb oldalarol az olyan, M;; alaku részek teriileteit, amelyeket egyszerre legalabb
héarom folt fed le. Eddig ugyanis Mi23 példaul megtalalhatéd a pozitiv elGjellel szereplé My, Mo, M3 és a negativ elGjellel
szereplé Mya, M3, Moz tagokban is, ezért az M3 teriilet egyéltalan nem szerepel (1') jobb oldalan. Igy S pontosabb
becslését adja a Z M; — Z M;; + Z M1, 6sszeg. Természetesen még ez sem pontos, itt ugyanis kétszer szamoltuk
a zsak azon részét, amit egyszerre legalabb négy folt fed le; az Mje34 mennyiséget példaul a paratlanszor fedé M,
Mo, Ms, My, Myos, Myog, Mi34, Mass tagokban Gsszesen 8-szor pozitiv, a parosszor fedé Mye, Mis, Myg, Mas, Moy
és Ms,4 tagokban pedig Gsszesen 6-szor negativ elGjellel vettiik figyelembe.

A korabbinél jobban koézeliti tehét S értékét a

ZMi - ZMij + ZMijk - ZMijkl

Osszeg; ez mar ,majdnem egyenld" S pontos értékével. Itt mar a zsdk minden olyan részét figyelembe vettiik, amelyet
legfeljebb négy folt fed le. De a zsdk ,legkényesebb”, 6tszdrosen foltozott része kiesik a fenti 0sszeghdl, mivel egyszerre

11



van ott az Ml, MQ, Mg, M4, M5; M123, M124, cey M345 tagokban (ez 15 pOZitiV el(jjeh’i tag) és az M12, M13, cey
M45, M1234, M1235, M1245, M2345 tagokban is (ez 15 negativ el63eh’i tag) Tehat S pontos értékét flgy kapjuk, ha az
utols6 Osszeghez hozzdadjuk az Mis345 tagot. Ekkor

(2) S = Z M; — Z M;j; + Z M, — Z Mijii + Miosas

(itt 4, 7, k, 1 =1, 2, 3, 4 vagy 5).
Legyen o a zsék ép részének a teriilete, amelyet egyetlen folt sem fed le. Mivel 0 = M — S és természetesen o > 0,
igy

(3) UZM—ZMZ'—FZMU‘—ZMijk+ZMijkl_Ml2345ZO-

A (3) Osszefiiggést az M zsak tobbszorosen foltozott részeinek szakaszos eltavolitasaval és azoknak a részeknek a
visszaillesztésével kaptuk, amelyeket tobbszor is eltavolitottunk; az Osszefiiggést magyarul szitaformuldnak nevezik.
A modszert és a formulat — amelynek mas alakja is ismeretes — sok kombinatorikai feladatban hasznaljak. Erdemes
atgondolni és felirni a képletet akkor is, ha a foltok szama n. Talan bonyolultnak ttnik, de csak a fenti egyszertd elv
matematikai formaja.

o=M — Z Mil + Z Mi1i2 - Z Mi1i2i3 + ZMi1i2i3i4 — ot (_l)n_l ZMilizis---in—l + (_1)nM123---n > 0(4)

(itt az i1, 42, ..., in—1 indexek az 1, 2, 3, ..., n értékek barmelyikét folvehetik, de az M;,,,. i, €8z i1, 2, ..., in
indexei feltétlentl kiilonb6zsk).

Feladatok

2. Irjuk fel és bizonyitsuk be a szitaformulat, ha n = 6.
3*. Bizonyitsuk be a (4) formulat.

4. Egy taborban 220 gyerek nyaral. Hatféle sportra van lehetGség, ezek: atlétika (a), réplabda (r), koséarlabda (k),
labdarugas (1), birkézas (b) és sakk (s). Az egyes sportagakban résztvevs gyerekek szdma rendre: (a) — 30, (r) — 26,
(k)—32, (1)—31, (b)—28, (s) —36. Az emlitettek koziil 53-an tobbféle sporttal is megprobalkoztak: koziiliik 24-en harom
vagy anndl is t0bb, 9-en legaldbb négy és a 3 leglelkesebb legaldbb 6tféle sportot is kiprobalt. Az utébb emlitett 3
kozott van 1 ,csodabogar", aki mind a hat sportaggal szerencsét probalt. Hany lusta gyerek nyaralt ebben a taborban,
aki tehat egyetlen sportiaggal sem probalkozott?

A kiindul6 feladat megoldasa

Lattuk, hogy az M—Z MH—Z M;; > 0 egyenlStlenség nem adja meg kell6 pontossédggal a minket érdekls max M;;
mennyiség értékét (igy jeloljiikk az M;; mennyiségek legnagyobbikat). Sziikségképpen a teljes becslést hasznaljuk majd,
amely tehat a kovetkezs:

(3") M= Mi+Y Mj—> Myj+» Mju— Y Mass >0

A masik otlet, hogy a (4) formula, mint altalanos Osszefiiggés, valamennyi szobajovs halmazra alkalmazhato, igy
példaul ha M;-re irjuk fel, akkor azt kapjuk, hogy

o1 =M; — ZMli +ZM1ij - ZMlijk + Mi2345 > 0,

ahol o1 az M foltnak az a része, amelyet més folt nem fed le. Az i, j, k indexek a 2, 3, 4, 5 szamok Gsszes lehetséges
értékét felveszik. Hasonlo egyenléStlenségeket irhatunk fel az My, Ms, My, Ms foltokra is:

o2 = My — Z Mz; + ZMmj — Z Moy + Migzas > 0,05 = Ms — ZMSi + ZM5ij - ZM5ijk + Mi2345 > 0.

Ha 0sszeadjuk az igy kapott 6t egyenlGtlenséget, akkor a
(5) ZMl —QZMij +3ZMijk —4ZMijkl + 5Mji2345 > 0.

egyenl6tlenséget kapjuk. (Ellendrizziik az egyiitthatokat!)



Probaljuk most elkésziteni a (3') és az (5) egyenlStlenségek olyan kombinaciojat, amelyben nem szerepelnek a
1
E M;ji tipust Osszegek, tehat a zavardan ,nagy”, harmasan fedett részek. Lathato, hogy ehhez (5)-6t g—dal kell

szorozni, és ezt kell hozzaadni (3')-hoz. Igy a kovetkezs egyenlétlenséget nyerjiik:

2 1 1 2
(6) M—§ZMZ-+§ZM¢J‘—gZMijkz-i-ngMs20-

Megmutatjuk, hogy ebbdl

(7) M—%ZMH—%ZMUZO

kovetkezik.
Valéban, hiszen Mis45 része az M;ji,; halmazok mindegyikének, azért ZMijk! > bMjo345, és igy még inkabb

1 2
-3 Z Ml + §M12345 < 0. A (7) egyenl6tlenséget atrendezve kapjuk, hogy

1
M;: > 2 M;—3M>2-|5--]—-3=2.
oMy =2y (53)
1
Mivel az M;; ,dupla lefedettségek” szama 10, ezért koziiliik legalabb egynek az értéke nem kisebb, mint 2 : 10 = —,

és éppen ezt kellett bizonyitani! A felhasznalt egyenl6tlenségek lancolatat végignézve lathato, hogy a fenti becslésben
lehetséges egyenlGség, mégpedig pontosan akkor, ha S = M, vagyis ha a foltok a zsak teljes teriiletét lefedik, tovabba,

ha minden M,; = > minden M;; = 5 és minden M;ji; = 0. Eredményiink éles:

12 13 14 15 23
24 25 34 35 45
123 | 124| 125| 134| 135

145| 234| 235| 245| 345
Az 1. dbrdn lathatod elrendezésben az M teriiletd (nagy) téglalap jatssza a zsék szerepét, az egyes négyzeteken
szerepld szamok pedig azt mutatjak, hogy hanyas szamu folt vesz részt a szoban forgd teriilet lefedésében. Talan zavaréd
lehet, hogy a ,foltok” most nem Osszefiiggsé darabok, de a feladatban csak a teriiletiik fontos, alakjuk és szerkezetiik
nem.
Fogalmazzuk most meg az altalanosabb feladatot, amelynek a most megoldott csak specidlis esete.

A kétszeresen foltozott teriilet altalaban

Az egységnyi teriiletd M zsédkon n folt talalhato, ezek My, Ma, ..., M,; egyikiik teriilete sem kisebb egy adott
pozitiv o szamnal. Becsiiljilk meg az M;; szamok legnagyobbikanak teriiletét. Mdas szavakkal: minden n-szeresen
foltozott zsdkon megkeressiik a kétszeresen fedett M;; teriiletek legnagyobbikét, és azt kérdezziik, hogy mennyi az
igy talalt maximumok legkisebb értéke. Feltételezziik, hogy ez a minimum létezik, bar végtelen szamhalmazrol lévén
sz6 ez egyaltalan nem nyilvanvalé. Ilyen jellegti ,minimax” feladatok megoldasa, amikor maximumként értelmezett
szamok minimumét keressiik, nagyon fontos a modern matematikédban. A keresett minmax M;; természetesen fiigg az
adott a szamtol, annak fiiggvénye; mivel a foltok szaméatol, az n-tdl is fiigg, ezért jeloljik f,(«)-val. (Itt természetesen

1 1
0 <a<1én>2). A kindulo ,zsak—folt” feladatot megoldva az f5 5) =35 egyenlGséget bizonyitottuk be. A

feladat altalanositasdban az f,(«)

fiiggvényt kellene megadni « és n segitségével.

Tapasztalatok gytjtése érdekében vizsgaljuk elGszor az egyszeriinek ting n = 2 esetet. Legyen tehat az egységnyi
terliletd M zsakon két folt (M; és Ms) ugy, hogy mindkettejiik teriilete legalabb «; feladatunk, hogy megtalaljuk az

1
M és My foltok My kozos részének a legkisebb fa(a) teriiletét. Vilagos, hogy ha a < > akkor lehetséges, hogy

1
egyaltalan nincsen atfedés (2.a dbra); ha pedig o > o akkor kétszeresen fedett Mo teriilet legkisebb értéke 2 — 1
(2.b dbra). Igy
f2 (CY) = 05 ha
1
0 S « S 5,20{ - l,hal m,(8)
afggunygrafikonjalthata3.brn.



Feladat

5. Jellemezziik az y = f3(«) fiiggvényt.

Utmutatds: vizsgaljuk az M korlap olyan egybevago My, My, Ms korcikkeit, amelyek szimmetriatengelyei paronként
120°-0s szoget zarnak be, kozépponti szogiik meérdszama pedig «, pontosabban a teljesszog a-szorosa. Kezdjiik kicsi
értekekkel (4. dbra), majd fokozatosan noveljiik « értékét egészen 1-ig.

Ot folt

Térjiink most vissza az eredeti feladathoz, keressiik, hogy legaldbb mekkora a kétszeresen lefedett teriilet, amennyi-
ben az M zsakon talalhato My, My, Ms, My, Ms foltok barmelyikének teriilete legalabb «. Vilagos, hogy f5(a) > 0,
vagyis az y = f5(«) fliggvény grafikonja nem helyezkedhet el az = tengely alatt (5. dbra). A fliggvény értéke lehet nulla,
ha a foltok elrendezhetSk gy, hogy mindegyik M;; értéke nulla. Ez pontosan akkor lehetséges, ha a foltok teriiletének
Osszege, amely a feltételek szerint legalabb 5a, nem nagyobb 1-nél (mivel a zsék teriilete egységnyi): f5(«) = 0, ha

1
0<a< 5 Tovabba az (1) egyenl6tlenséghol kovetkezik, hogy Z M;; > Z M; — M > 5a— 1. Figyelembe véve, hogy
a foltok ,paronkeénti (dupla) atfedéseinek” szama egyenld 10-zel, kapjuk, hogy

1 1 1
> —ba—-1)=-a——.9
f5(0) 2 w(50 — 1) = 50— —.(9)
A (9) egyenl6tlenség minden szoba jove a-ra igaz; igy az y = fs(«) fliggvény grafikonja nem helyezkedhet el az
1 ) ) p AT 1 1 1
y = 50— 75 esyenes alatt (6. dbra). Ahhoz, hogy a (9)-ben éppen egyenlség alljon, sziikséges, hogy 2%~ 1o
nagyobb legyen nullanal; ezen kiviil még az is, hogy az (1) egyenlStlenséghben is az egyenlség teljesiiljon — tehat
mindegyik M;;;, értéke nulla kell, hogy legyen, és minden M;; értéke ugyanannyi, 2% 10 kell legyen. De ha az Gsszes
1
M, = 0, akkor mindegyik o teriiletd folton, példaul az M-en, az egyenként 504 ~To teriiletd Myo, Mys, M1y és
1 1 2
M5 foltoknak mar atfedések nélkiil kell elhelyezkedniiik. Ez csak akkor lehetséges, ha 4 (504 — 1—()) <, azaz a < 5
1 1 1 2
Sikeriilt tehat az f5(a) fliggvényt kiterjeszteniink: f5(a) = 29~ 19’ ha B <a< 5

A tovabbiakban ismét a (7) egyenl6tlenséget hasznaljuk. Ebbol az egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy ZMU >
2> M; —3M >2(5a) — 3 = 10a — 3, tehat

1 3
> —(10a—-3)=a——.(1
fo(0) = 15100~ 3) =a — . (10)
A (10) egyenlétlenség minden « esetén teljesiil, vagyis az f5(a) fliggvény grafikonja teljes egészében az y = o — 10

2 3
egyenes felett helyezkedik el (7. dbra); megjegyzendd, hogy (10)-ben csak akkor lehetséges egyenlség, ha 5 <a< 5

(lasd a 6.a feladatot). A tovabbiakban a szitaformulat nem csak a foltok M; teriiletére alkalmazzuk majd, mint a
megoldasban tettiik, hanem a kétszeresen és a hiromszorosan fedett M;;, M, teriiletekre is. Igy, ha példaul az
emlitett képletet az Mo teriiletre hasznaljuk, amelyen az Mjos, Mi24 és Mios foltok helyezkednek el, a kovetkezét
kapjuk:

o12 = M1z — ZMm' + ZMlzij — Mi2345 > 0.

Osszesen tiz ilyen egyenl6tlenség irhato fel; ezeket dsszeadva kapjuk, hogy
> Mi; =33 M +6  Mijr — 10Migsas > 0.(11)
Hasonloan, az Mias-ra (ezen az Miasg és Miass foltok talalhatok) felirt szitaformula azt adja, hogy
o123 = Mia3 — ZMlzsi + Mia3g5 > 0.

Mivel a foltok M;j; hdrmas atfedéseinek a szama 10, azért ha 6sszeadjuk a megfelel tiz egyenlStlenséget, akkor kapjuk,
hogy:
Z M, — 4 Z M1 + 10Mi9345 > 0.(12)



Mostanra, rendelkezésiinkre allnak a (3'), (5), (11) és (12) egyenlStlenségek, amelyek kapcsolatot teremtenek az M,
1
Z M;, Z M;;, Z M;ji, Z Mkt €s Mia345 mennyiségek kozott. Most tekintsiik az (5) egyenlGtlenség §—szeresének,

1
a (11) 6—szorosanak és a (3') egyenlGtlenségnek az Osszegeét:
M 1§ M+ L > M L ) 1315 > 0(13)
2 [ 6 1] 6 12345 —

Az egylitthatok megvélasztasa miatt ez mar nem tartalmazza a haromszoros és a négyszeres ZMijk, valamint a

Z M1, tagokat. Elhagyva az 6tszorosen fedett negativ tagot innen kovetkezik, hogy

M—%ZMH—%ZMUZO

és ezért,
> Mi; > 3% M;—6M >3 (5a) — 6,
tehat
1 3 3
> — —6)=—a— =.
f5(a)_10(15a 6) 50 %

3 3
Eszerint az f5(«) fiiggvény grafikonja nem helyezkedhet el az y = 504 - egyenes alatt (8. dbra). Készitsikk most
el a (3), (5), (11), (12) egyenl6tlenségek

.3 3 1
(8)+ % (6)+ 15 (1) + 75 - (12)

linearis kombinaciéjat; kapjuk, hogy
2 1
Itt mar csak az M, Z M; és Z M;; tagok szerepelnek. A (15)-b6l kovetkezik, hogy

> Mij>4>  M; — 10M >> 4(5a) — 10 = 20a — 10,

tehét

fs(a) > %(2()(1 —10) =2 — 1.

Az f5(«) fliggvény grafikonja tehat nem haladhat az y = 2o — 1 egyenes alatt, végeredményben tehéat nem helyez-
kedhet el az 9. abrdn lathatd tordttvonal alatt; kdnnyen belathato, hogy a fiiggvény grafikonja éppen azonos ezzel a
torottvonallal.

Feladatok

6. Bizonyitsuk be, hogy

2
a)j%(oz)zoz—E,haggozg

4
c) f5(o<)=2a—1,hag§a§1.

ol w

; b) fs(a) =

7. Jellemezziik az a) fa(a) b) fe(a) fiiggvényt.

A feladat altalanositasa

Ezt az esetet az n = 5 esethez hasonléan targyaljuk. Vilagos, hogy n folt esetén az M, M, ..., M, foltok (ezek
barmelyikének teriilete legalabb «) akkor nem fedik egymast, ha az sszteriiletiik Z M; > na, és ez az Osszteriilet

1
nem nagyobb M = 1-nél (hiszen a zsék teriilete egységnyi). Ezért f,,(a) =0,ha 0 < a < e A tovéabbiakban ismét a
(4) egyenlttlenséghdl (a szitaformulabol) indulunk ki. Ebb&l most



kovetkezik. (Miért?) Igy
ZMij ZZMZ'—MZTLO(—L

-1
Mivel az M;; atfedések szama altaldban (g) = n(nT); azért

1 2 2

nn—1)/2 (na —1) = n_1%" n(n — 1)'(17)

fn(a) >

A (17) egyenl6tlenség csakis akkor valik egyenlGséggeé, ha egyenlGségge alakul a (16), vagyis ha (4)-ben az Osszes
olyan tag, amelyik a Z M;; tag utan kovetkezik, nulla. Sziikséges ezen kiviil még az is, hogy az egyenként « teriiletd

M; foltok teljesen lefedjék az M zsakot. De ez esetben az Mj kétszeres lefedései, tehat az Mys, Mg, ..., My,

(ezekbsl n — 1 db van) az M; foltot tovabbi atfedések nélkiil fedik le mivel az Osszes M, = 0. Miutan ekkor
2 2

Mi; = o — , azért

n—1 n(n—1)

2 2
—1 - <
(n ){n—la n(n—l)} =@
i 2 ) 1
tehat o < — (és termeészetesen o < —).

n n

A tovabbiakban a mar megszokott moédon az M; foltokra alkalmazzuk a szitaformulat, majd azok M;;, M stb.
atfedéseire. Alkalmazzuk ezt a képletet, példaul az M; foltra, amelyet az Myo, Mis, ..., My, ,mésodrendi foltok”
fednek:

My — Z My, + ZM1i1i2 - Z Muj igig + -

co (=12 ZMliliz...in,2 + (=1)""*Mz3..n >0

(ahol i1, d9, ..., in—2 =2, 3, ..., n). Ha 6sszeadjuk az My, M, ..., M, foltokra felirt n db egyenlétlenséget, akkor a
kovetkezst kapjuk:
D> OMi =2 My, +3Y Miiyiy — oo ()" (n=1) > Miyiy iy + (1) - nMigg_p > 0(18)

(hasonlitsuk ssze az (5) egyenl6tlenséggel).
1
A (4)-bol és a (18)-bol a szokott modon iktathatok ki a Z M, i, tagok — ehhez (18) g—szorosat kell hozzéadni a
(4)-hez:

n—ln_3

2 1 1
M -3 > M, + 3 > My, — 3 > Mijigiy -+ (1) o Mizs_n X10)

A (19)-bdl kovetkezik

2 1
M- > M, + 3 > M, >0,(19)

és igy
ZMi1i2 > QZMil —3M > 2(na) — 3 =2na— 3.

Tehat 1 4 6
> —-3) = -
fnla) > 2T (2na —3) ey e 1)7(

20)

w

2
ahol egyenl@ség csakis — < o < — esetén lehetséges (lasd a 8. feladatot). A fentiekhez hasonloan folytatva a kovetkezs

n n
altalanos képlethez jutunk:
r—1 r(r—1)
() =2 - (21
fla) =2—a =) (21)
ha - <a< Z,ah01r=1,2,3...,n.
n n
Feladatok
. s 2 3
8. Mutassuk meg, hogy (20)-ban csak akkor allhat egyenl@ség, ha - <a< e
6 12 3 4
9*. Mutassuk meg, hogy fn(a) = — ,ha — <a < —.
n—1 nn-1) n n



10*. Bizonyitsuk be a (21) Osszefiiggést.

Ennek a cikknek a nyomdn tiztik ki o B. 3378. feladatot, amelynek megolddsa a 30. oldalon olvashatd.

a)

b)

a

I.

M.
forditotta: Paulin Elemér

Jaglom

A szerk.






