Bevezetés

Mindannyian tudjuk, hogy két négyzetszam szorzata maga is négyzetszam; ez a szorzas asszociativitdsabol és
kommutativitasabol kovetkezik. Két pozitiv négyzetszam Osszege azonban nem mindig négyzetszam (és semmiképpen
sem a két tag Osszegének a négyzete!l). Pitagorasz tétele nyoman mar tobb, mint kétezer éve raterel6dott a figyelem a
két négyzetszam Osszegeként irhato négyzetszamokra. A pitagoraszi szdmharmasok jellemzése a gorog aritmetika egyik
latvanyos eredménye. Joval késébb, a XVII. szdzadban Fermat, aki szisztematikusan vizsgalta ezeket a mennyiségeket,
kideritette, hogy az 2% + 2 alaku szamok sok tekintetben hasonlitanak a négyzetszamokhoz: az utobbiak primtényezss
felbontasaban minden primszam kitevGje paros, ahhoz pedig, hogy egy szamot {6l lehessen irni két négyzet osszegeként,
csak a 4k + 3 alaka primtényez6ik kitevsinek kell parosnak lennie. Példaul a 810 = 2-3* -5 és a 45 = 32 - 5 ilyen
szamok: primfelbontasukban a 3 paros kitevén szerepel (2 és 5 nem 4k + 3 alakt prim). Val6ban: 810 = 92 4+ 272 &5
45 = 3% + 6%

A szerkezeti rokonsag viszont hasonl6 aritmetikai viselkedésben mutatkozik meg: ha Osszeszorozzuk ezt a két szamot,
akkor a szorzatban is paros lesz az egyetlen 4k + 3 alakid primtényezs, a 3 kitevdje, igy az is felirhaté két négyzetszam
Osszegeként; valéban, némi préobalkozas utanl

810 - 45 = 36 450 = 1892 + 27°.

Ez nyilvan ugyanigy igaz altalaban is. Magat a jelenséget ugy szokés fogalmazni, hogy az 2+ alakt szamok halmaza
2art a szorzasra nézve.

Négyzetszamok persze el is oszthatok egymassal: ha a hanyados egész, akkor az maga is négyzetszam. Ebbdl
egyébként az a kozismert tény is kovetkezik, hogy nem négyzetszamok, példaul a 2 négyzetgyoke irracionalis szam. A
primfelbontés segitségével torténd jellemzésbdl kideriil, hogy a két négyzet 6sszegeként felirhatd szamoknak is megvan
ez a tulajdonsaga: ha a hanyadosuk egész, akkor mivel az osztas megtartja a 4k + 3 alakt primtényezdk kitevSjének a

paros voltat, maga is két négyzet Osszege. A fenti példa szamaira T 2.32 = 32432, Az, hogy a szorzatra vonatkozo

eredmény siman adédott a Lagrange-azonossaghol, arra batorithat, hogy most a forditott irdnyban is kisérletezziink
aritmetikai bizonyitassal; igy taldn, a szorzatéhoz hasonléan, megkaphatjuk a hanyados felbontasat is. Ez most az
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a® + 0% = (u? + ) (2% + %) = (uz £ vy)? + (vr F uy)?
egyenlet, illetve az innen kapott
a = ux + vyb = vx — uy} a = uxr — vyb = vr + uy}

egyenletrendszerek vizsgatatat jelenti; legalabb az egyik esetben egész (z, y) értéket kellene kapnunk. A példaban

(a=9,b=27,u=3,v=06)sajnos ez nem teljesiil. Az els¢ esetben = = = Y="5a masodikban pedig az ett6l
21 3
nem sokban kiilonb6z6 * = —, y = — megoldast kapjuk. Az igy nyert felbontédsban az egész hanyados nem egészek

négyzetosszege, ahogy varnank, pedig tudjuk, hogy létezik ilyen fenbontas is:

92 4+27 (21 2+ 3\*

32462 \5 5)
Ebben a pillanatban meg kell tehat elégedniink az egzisztenciatétel allitdsaval: a felbontas egészek négyzetosszegére
létezik.

A probléma egy lehetséges altalanositasaként megfogalmazhatunk hasonlo kérdéseket az 2% + d - y* alaka szamok
korében is, ahol a d adott egész szam. A Lagrange-azonossag kiterjesztése

(u? +d-v?) (22 +d-y?*) = (uz+d-vy)* +d- (uy Fvz)?

most is azonnal adja — anélkiil, hogy az x? + d - y* alakt szamok primtényezés felbontasanak jellemzésével kellene
veszGdniink —, hogy az ilyen alaki szidmok halmaza is zart a szorzasra nézve. Az eddigiek alapjan a hanyadosra

vonatkozd megfelels allitas vizsgalata egyaltalan nem latszik konnytinek; a d = 0, illetve 1 esetekben az adott alaka
szamok primtényezGs felbontasanak jellemzésébdl kaptuk meg a valaszt.

*

LA ket négyzetszam 6sszegeként felirhato szamok aritmetikajaban alapvet szerepe van az Gn. Lagrange-azonossag idevonatkozo specialis
esetének:
(u? +0%)(@? + y?) = (uz +vy)” + (v — uy)® = (uz — vy)* + (vz + uy)®.
Ezzel a négyzetszamok Osszegeként felirhatd szamok szorzatara vonatkozo allitas aritmetikai magyardzatat kapjuk, az azonossag ténylegesen
elsallitja a szorzatot két négyzetszam Osszegeként.



Csdornyei Marianna, a University College of London dszténdijas kutatdja ezt a cikket még a Fazekas M. Févdrosi
Gyakorlo Gimndzium mdsodikos didkjeként irta eqy ordn folvetett kérdés megudlaszoldsaként. A cikkben megfigyelhetd,

hogy a kétfajta megkdzelités, az aritmetikai és a szerkezeti, hogyan mikodik egyiitt és vezet el a probléma megolddsdhoz.
JSP

*

A cikkben azt fogjuk megvizsgalni, hogy a d = 1-en kiviil még milyen pozitiv, 1-nél nagyobb d-kre teljesiil, hogy
ha két 2% + dy? alaki szam hanyadosa egész, akkor a hanyados is ilyen alak.
d?+d-12
d3+d-02
d > 4 esetén nem irhato fel z2 + dy? alakba. Tehat az allitasunk biztosan nem fog minden d-re teljesiilni.
Miel6tt tovabbmennénk, bizonyitsuk be az aldbbi tételt:

Konnyen belathato, hogy a d nem lehet 1-nél nagyobb négyzetszam. Ugyanis d = d% esetén =2,ésez

1. Tétel. Ha két x* + dy? alaki szdm hdnyadosa egész, és az oszto prim, akkor a hdnyados is x° + dy? alaki. ™
Bizonyitds. Két 2* + dy? alaka szam szorzata is ilyen alaku:
(%) (2% + dy?) (2 + dv?) = (22 + dyv)? + d(zv F y2)>

2 2

Vizsgaljuk most az tortet, ahol 22 + dy? prim, és 22 + dy? | a?+dbv? A (x) azonossag alapjan elég azt

x? + dy?
megmutatni, hogy a és b felirhato
a=zz+dyv(1)b=2av Fyz(2)

alakba, ahol z és v egész (mert, ekkor a hanyados z? + dv? lesz). Az (1) és (2) egyenletekbdl kifejezve v-t:

ay + bx

=4
v x2 + dy?’

igy ahhoz, hogy a v egész legyen, arra van sziikség, hogy
x? +dy* | ay + bz vagy x? + dy* | ay — bz

teljesiiljon. Mivel az 2 + dy? prim, azért ehhez elég az

22 + dy? | (ay + bx)(ay — bx)
oszthatésagot megmutatnunk:

(ay + bx)(ay — bx) = a*y® — b*2® = a*y? + db*y® — db*y? — b*2? == (a® + db?)y® — (2% + dy?)b°.

Mivel 2% + dy? | a® + db?, azért igy valoban

a? +dy* | (ay + bz)(ay — bx),
tehat a két eset (£) kouiil az egyikben a v egész lesz. Az (1) és (2) egyenletekbdl kénnyen lathato, hogy a z racionalis.
Azt is tudjuk, hogy a 2% + dv? egész, igy ha a v egész, akkor a z is biztosan egész.

Ad=2 eset

Be fogjuk bizonyitani, hogy d = 2 esetén az allitasunk igaz, tehat ha két 2% + 2y alaka szam hanyadosa egész,
akkor a hanyados is ilyen alaku.

Legyenek a Q halmaz elemei azok a p primek, amelyekre p | 22 4 2y%-bol kovetkezik, hogy p | z és p |y, és legyenek
a P, halmaz elemei azok a primek, amelyek felirhatok z2 + 22 alakba. Bebizonyitjuk, hogy ekkor minden prim eleme
Py-nek vagy @Q-nak. A primeknek ez a felbontasa nyilvan kozos elem nélkiili, hiszen p = 2% + 22 esetén 0 < |z| < p
és 0 < |y| < p, tehat p nem oszthatja z-et és y-t. Magat az allitast teljes indukcidval fogjuk bizonyitani.

Az allitas p = 2 esetén igaz, mivel 2 = 0% + 212, tehat 2 € P;. Legyen a p > 2 prim, és tegyiik fel, hogy az 6sszes
p-nél kisebb primrél mér bebizonyitottuk, hogy eleme P;-nek vagy Q-nak. Tegyiik fel, hogy p ¢ @Q, és bizonyitsuk be,
hogy ekkor p € P;.

Mivel p ¢ Q, azért létezik olyan z és y, amelyre p | 22 4 2y és p |/y. Szorozzuk meg az x-et és az y-t egy olyan
k szammal, hogy yk = 1 (mod p) legyen. Nyilvan p | (zk)? + 2(yk)?, és mivel yk = 1 (mod p), igy p | (zk)* +2- 12

Biztos, hogy létezik olyan xy, amelyre 21 = 2k (mod p) és |z1| < p% Igy p | 27 +2- 12, ahol

—1\2
xf+2-12§ (pT> <p2.

OA tételt feladatkent tiiztiik ki a K6MaL 2000/7. szamaban. A feladat szama helyesen: B. 3400.




Tehat talaltunk egy olyan x® + 2y alaku szadmot, amely oszthaté p-vel és kisebb p?-nél. Igy a primtényezds
felbontasaban szerepel egy p tényezs, és ezen kiviil csak p-nél kisebb primtényezsi vannak, amelyekre teljesiil az
indukcios feltevesiink. Ha vannak Q-beli primosztoi, akkor osszuk el ezekkel az x-et és az y-t. Igy egy olyan x2 4 212
alaki szamot kapunk, amely oszthato p-vel, és ezen kiviil csak P;-beli, azaz x4+ 2y? alakd primosztoi vannak. Ezekkel
az 1. Tétel alapjan sorra leoszthatunk, végiil p marad, és ezt a p-t 22 4+ 2y* alakban fogjuk megkapni. Igy valoban
peEP.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy minden prim eleme P;-nek vagy @-nak. Most vizsgaljuk az

22 + 2¢y?
22 4 202

tortet. Ha a (2 4 2v?)-nek van Q-beli primosztéja, akkor azzal eloszthatjuk az x, y, z, v szamokat. Igy egy olyan

22 + 2y3
23 + 203

tortet kapunk, ahol a 212 + 211% csupa Pi-beli, azaz z2 + 2y? alaka prim szorzata. Az 1. Tétel alapjan ezekkel lehet
egyszertsiteni, igy veliik sorra egyszertsitve végiil egy =2 + 2y? alaku szamot fogunk kapni.
Ezzel az allitdsunkat d = 2-re bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Hasonloan bizonyithatunk d = 1 esetén is. Legyenek most a ) halmaz elemei azon p primek, amelyekre
p | 22 + y?-bol kovetkezik, hogy p | , p | y, és legyenek a P, halmaz elemei az z? + y? alaka primek. A fentiekhez
hasonléan bizonyithatjuk, hogy minden primszam eleme Pj-nek vagy Q-nak, majd hogy ha két 2 + y? alakd szam
hanyadosa egész, akkor az is 22 + y? alaku.

A bizonyitas alapjan azt is konnyen megmondhatjuk, hogy mely szamok irhatoak fel 2% + y? alakba: azok és csak
azok a szamok, amelyek primfelbontasaban a Q-beli primek péros kitevén szerepelnek. A @-beli primek pedig azok,
amelyekre a —1 négyzetes nemmaradék modulo p, vagyis a 4k + 3 alakd primek.

Igy egy elemi és nem tul bonyolult bizonyitast kaptunk arra, hogy azok és csak azok a szamok irhatéak fel két
négyzetszam Osszegeként, amelyek primtényezds felbontasaban a 4k + 3 alakd primek péros kitevén szerepelnek.

Ha ugyanezt kérdezziik a most vizsgalt szamokrol, akkor a d = 1 esethez hasonléan itt is annyit mondhatunk, hogy
azok a szamok irhatok %4 2y? alakba, amelyek primtényez6s felbontasaban a Q-beli primek paros kitevon szerepelnek.
A @-beli primek: 5, 7, 13, 23, 29, 31, . ... szerkezete azonban egyaltalan nem olyan egyszeri, mint a d = 1 esetben.

Cso6rnyei Marianna



