A hagyomanyoknak megfelelGen idén is kézoljik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a megoldasat ugy,
ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremikodésiiket koszonjiik, és eztaton is gratulalunk

eredményeikhez.
A szerk.
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1. ATy és 'y korok az M és N pontokban metszik egymdst.

Legyen  a Ty és Ty koroknek az a kozos érintdje, amelyre teljesiil, hogy M kizelebb van (-hez, mint N. Erintse ¢
T'i-et az A és T's-t a B pontban. Legyen az M-en dtmend, £-lel parhuzamos egyenes mdasik metszéspontja a Ty korrel
C, a T’y korrel pedig D.

A CA és DB egyenesek metszéspontja legyen E; az AN és CD egyenesek metszéspontja legyen P; a BN és CD
egyeneseké pedig legyen Q.

Bizonyitsuk be, hogy EP = EQ.

Megoldas. Tekintsiik az dbrdt, jelolje F' az AB és M N egyenesek metszéspontjat. Mivel F' rajta van az M N
hatvanyvonalon, az F' pontbdl a I'y és I'y kdrokhoz hiizott érintGszakaszok hossza egyenls. Ezek az érint&szakaszok az
FA,illetve F'B, igy FA = FB.



1. dbra
Tovabba a parhuzamos szel6k tétele szerint (PQ || AB):

MP FA .
M—Q_ﬁ_:l’ Vagyls MP—MQ

Masrészt, AB || CD miatt FAB< = ECD<, valamint a keriileti és érintGszara keriileti szogek egyenlGségébdl
ECD< = BAM <. Kovetkezésképpen FAB< = BAM <, és hasonl6an kapjuk, hogy EBA< = ABM<.



Ezekbol viszont az kovetkezik, hogy az AM BE négyszog deltoid. Emiatt FM | AB, azaz EM 1 PQ. Es ezzel
készen vagyunk, ugyanis az EMP és EMQ derékszogld haromszogek EM befogdja kozos, és a masik befogdjuk is
egyenls (M P = MQ). Tehat egybevago a két haromszog, amibsl EP = EQ.

Harangi Viktor (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 10., o.t.)

2. Legyenek a, b, c olyan pozitiv valos szamok, amelyekre abc = 1 teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy

o) )=

Megoldas. Ha a 3 szorzotényezs koziil egy vagy harom negativ, akkor a szorzat negativ, vagyis kisebb 1-nél. Ha
valamelyik tényez6 0, akkor a szorzat is 0, szintén kisebb 1-nél. Pontosan két tényez6 nem lehet negativ, mert ha

1
példaul a — 1 + 7 < 0ésb—1+ — <0 lenne, akkor az Gsszegiik
c

1 1 1 1 b—1)2 1
O>a—1+—+b—1+——<b—2+—)+a+——( ) +a+->0,
b c b c c

b

mert a, b, ¢ > 0, ez nem lehet.
Tehat az az eset marad, amikor mindharom szorzétényezs pozitiv.

1 1 1 1 1
a—1+-)(b—1+-)=ab—a+2-br1--+1--+ - =
b c c c b be
1 1 1 1 b—1)2
:——a+9—b+1——+1——+a:E—b+2——:9—( ) <2
c c c b c b c b c

ugyanigy a mésik 2-2 tényezére. Mindharom tényezd pozitiv, tehat

(-red) (-1 (- 18)-
S (N S I

ezt akartuk bizonyitani.
Gydri Nikolett (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 12. 0.t.)

3. Legyen n > 2 pozitiv egész szam. A kiinduld dlldsban n bolha il eqy vizszintes egyenesen, nem mind ugyanabban
a pontban.
Egy )\ pozitiv valds szamra definidljunk egy lépést a kdvetkezdképpen:

vdlasszunk ki két bolhdt, amelyek az A és B pontokban ilnek, ahol A balra van B-tdl;

ugorjon az A-n lévd bolha az egyenesnek abba a C pontjdba, ami jobbra van B-tél, és amelyre BC/AB = X teljesiil.
Hatdrozzuk meg az dsszes olyan A értéket, amelyre teljesiil, hogy akdrhogyan vdlasztva az M pontot az egyenesen, és

P

utdn az dsszes bolha M-tdl jobbra helyezkedik el.

1
Megoldas. Az egyszertség kedvéért nevezziik a bolhdkat pontoknak. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy A > —
n

re az allitds mindig igaz. Azt mutatjuk meg, hogy akérmilyen messzire eljuthatnak a pontok, ha mindig a legbalra
esOvel atugorjuk a legjobbra es6t. Ebben az esetben egy moho algoritmus eljuttatja a pontokat M-en tulra. Az elss
n — 1 1épésben minden pont kiilonb6z6 helyre keriil, ezt tekinthetjiik a tovabbiakban kiinduléhelyzetnek. Jeldlje itt
a szomszédos pontok kozotti tavolsagot rendre dy, ds, ..., d,—1. Egy ugras utdn az 4j tavolsagok: do, ds, ..., dy_1,
(di+da+ -+ dn_1)- A Mivel

2d1+d2+"'+dn—l

n—1 zmin(dl, ey dn—l)a

(di+do+---+dp1)- A

azért a legkisebb tavolsag valtozatlan marad. Jelolje ezt d. A legjobbra fekvs pont igy minden 1épésben legalabb d-vel
jobbra keriil. Mivel d > 0, azért egy id6 utdn akarmilyen messzire eljut. Ezutan n — 1 1épésben a tobbi pont is M-en
tilra jut, és ezt akartuk bizonyitani.

Most megmutatjuk, hogy ha A < R akkor semelyik kiinduléhelyzetbdl sem lehet akarmilyen messzire eljutni.
n—

Minden ponthoz rendeljiink hozz4 ugyanis egy szdmot gy, hogy az egyenest a szdmegyenesnek tekintjiik. Legyen sj



a k-adik lépés utan a pontoknak megfelel§ szamok Osszege, wy pedig a szamok legnagyobbika. Nyilvan s < n - wy.
Ha bebizonyitanank, hogy wy korlatos, akkor készen lennénk, mert igy egy pont sem juthatna at egy bizonyos M-en
(a korlaton) tulra. Ugorja at A a (k + 1)-edik lépésben B-t és ezzel keriiljon C-be. Az értelemszert jelolésekkel ebbol:

Sk+1 = Sk +c¢—a, c—b=A0b-a),

1+ A
ezt atrendezve A\(c —a) = (1 + N)(c — b). Tehét sp41 = s + i (¢ —b).
Most igazoljuk, hogy
14+ A 1+ A
Sk+1 — Sk = T(C —b) > T(wlm — W)

b < wyg, tehat ha ¢ > wy41, akkor ez valoban igaz. Ha pedig ¢ < wg41, akkor wgi1 = wy, hiszen a legjobbra esé pont

nem valtozhatott mésra, mint c-re. Ekkor az egyenl6tlenség nyilvanvalé.

. 14+ A 1+ 14+ A
Tehat sg4+1 — s > T(wk_H — wy). Vagyis - W — S > ka_H — Skt1-

1 1+ A 1+ A
Mivel A < 1,azért1+)\>n)\, amibdgl + —n>0. Legyenuz%—n. Ekkor
n—
14+ A
T-wk—sk:u-wk+(n~wk—sk)z,u-wk,
LEA L g

Ezek szerint wy, < —2 ! , tehat wy, korlatos, készen vagyunk.

I
. 1
Igy a megoldas: A > T
n —
Palvélgyi Démdotér (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 12. o.t.)

4. Egy bivésznek szdz kartydja van, amelyek 1-t6l 100-ig vannak szimozva. Mindegyiket beleteszi hdarom doboz —
eqy piros doboz, eqy fehér doboz és eqy kék doboz — valamelyikébe, olymaddon, hogy mindegyik dobozban van legaldbb egy
kdrtya.

A kdzonség egy tagja kivdlaszt kettét a hdrom doboz kozil, és mindeqyikbdl kivesz egy kdrtydt, majd kihirdeti a kivett
kdrtyakon lévd két szdm dsszegét. Ennek az osszegnek az ismeretében a biivész meg tudja mondani, hogy melyik az a
doboz, amibdl nem vettek ki kdrtydt.

Hanyféleképpen lehet a kdrtydkat a dobozokban gy elhelyezni, hogy ez a mutatviny mindig sikeriljon? (Két elhe-
lyezést kilonbozonek tekintink, ha van legaldbb egy kdrtya, ami mdsik dobozba keril.)

Megoldas. Legyen a harom doboz A, B és C.
A={a1 <ax<---<ap},B={b1<ba<---<h},C={c1 <ca<-<cm} (k4 1+ m =100).
Vegyiik a kovetkezd Osszegeket:
{ar 4+ <ar+bs < - <ar+bh<at+b < - <a+bHa+ta<a+te<--<ar+cen<aztcenm<- - <ap+cen{b+

(az egyenlétlenségek az eredeti egyenlStlenségekbol kovetkeznek).

Mivel két csoportban nem lehet ugyanolyan Gsszeg, azért van k+1—1+k4+m—1+1l+m—-1=2(k+14+m)—-3 =
197 kiilonb6z6 szamunk. Az 1-100 szamokbodl éppen ennyi, 197 kiilonboz6 kéttagi Osszeg készithets (1 + 2 = 3,
...99 4 100 = 199), ezért az Osszes szam szerepel. Ezutan esetvizsgalattal nézziik meg a lehetSségeket:

Kezdjiik feltolteni a dobozokat. Vegyiik észre, hogy mivel a 3 Osszeg létrejon, az 1 és a 2 kartya kiilonb6z8 dobozokba
keriil. Ezt a két kartyat Osszesen hatféleképpen rendezhetjiik el. Tegyiik fel, hogy az 1 kartya az A, a 2 pedig a B
dobozba keriilt. A 3 kartya ezutan nem keriilhet az A dobozba, ellenkezG esetben ugyanis a 4 sszeg nem johet létre.
A 3 kartya tehat vagy a B dobozba keriilt — ahova a 2 — vagy pedig az eddigi iires C' dobozba. Azt allitjuk, hogy a
tovabbi kartyak elhelyezése mindkét esetben egyértelmd.

1. eset (a 3 kartya a B dobozba keriil):

B C
2
gl | G

k—1

()

A
k+

(«]

2. dbra



e a C doboz nem iires, igy legyen a legkisebb C-beli kartya k. Ekkor k + 1 csak az A-ba keriilhet, hiszen kiilonben
24+ k= (k+1)+1, abilivész nem tud donteni.

Am ekkor (k + 1) +2 = k + 3, a biivész most sem tud donteni, hacsak k + 1 kartya mar egyaltalan nincsen. Igy
yJhem létezhet” k + 1, tehat & = 100. Ekkor az A és C' dobozban egy-egy kirtya van, az 1, illetve a 100, a tobbiek a B
dobozba keriilnek. Ez az elrendezés pedig nyilvan megfelels, igy tehat hat esetet kaptunk.

2. eset (a 3 kartya a C' dobozba keriil):

A

() ()t
EY[EI) (o)

3. dbra

2+3=4+1,4€ A
5+1=4+2tehat 5¢ C, és 5+2 =4+ 3, tehat 5 ¢ A. Igy 5 € B. Hasonléan
6+1=4+3,igy 6 ¢ B, tovabba 6 +2 =5+ 3, azért 6 ¢ A. Igy csak 6 € C lehetséges.
Az elsé sort elhagyva ezt ,eljatszva” a masodik sorral kapjuk, hogy a szamok 3-as maradék szerint vannak rendezve,
és ez az elrendezés is tényleg j6 lesz. Ez tehat tovabbi hat eset.
Igy Gsszesen 12 olyan elrendezés van, amikor mindig sikeriilhet a mutatvany.
Vizer Mdté (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 12. o.t.)

5. Déntsiik el, hogy létezik-e olyan n pozitiv egész szam, amelyre teljestl, hogy n pontosan 2000 kilénbézd prim-
szammal oszthato, és 2" + 1 oszthato n-nel.

Megoldas. Belatjuk, hogy minden pozitiv egész k-hoz talalhato olyan pozitiv egész n agy, hogy (2" 4 1) oszthato
n-nel, és n-nek pontosan k darab primosztéoja van.
(Igy k = 2000-re is létezik ilyen n.)

k szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk az allitast. k = 1-re igaz: 9| 2% + 1.

k=2ve:9-19]2%1 + 1,

Tegyiik fel, hogy k-ra igaz (k > 2):

Pip2ps - - - Pk | QPiP2P3-.-Pi +1, P =3<py=19<p3 <--- < pp.

Segédtétel. Ha p > 3 prim, akkor (2P + 1)-nek van p-nél nagyobb primosztija.
Bizonyitds. Legyen a ¢ a (2P 4+ 1)-nek egy p-nél nem nagyobb primosztdja. Ekkor ¢ > 2 és

2P = —1 (mod q). Négyzetre emelve 2?P =1 (mod q).
A kis Fermat-tétel szerint 297! = 1 (mod ¢). Innen az euklideszi algoritmus alkalmazasaval kapjuk, hogy 2(2p, a=1) =
1 (mod q). p|/g—1, mert ¢ — 1 < p, igy (2p, ¢—1) =2
22=4=1 (mod q), tehatq = 3.

Mésrészt 9 |/2P + 1, mert egyébként 2% = 1 (mod 9) és 26 = 1 (mod 9) miatt 2% 2P = 1 (mod 9) az euklideszi
algoritmus miatt, ami 22 = 1 (mod 9), és ez ellentmondas.

Ha tehat (2P + 1)-nek nincs p-nél nagyobb primosztoja, akkor 2P + 1 < 3, ami ellentmondas. Ezzel a segédtételt
belattuk.

Legyen ezutan pg11 a segédtétel szerinti prim, tehat pgi1 > pi, és pr+1 | 2P% + 1.

Pk = _q (mod karl), és igy2pfpzps-~17kpk+1 = (_1)p?p2p3-~-pk71pk+1 =1 (mod pk+1)7 azazZPE 11 | 2pfp2p3~~pkpk+1 + 1.
Masrészt az indukcios feltevés miatt pips ... py | QPIP2--Pk 1, tehat
opipzpi = | (mod p?ps .. .]9;6).217%2'“17"”’“+l = (—1)P* = —1 (mod p3ps...pk)-PiD2 - - - PkDk+1 | QPIP2-PRPRAL 4 ]

mert p% “po - pr €s ppyy relativ primek. Igy k+ l-re n = p% “pg - - - i - P41 megfelels, amivel az indukcios
bizonyitéast befejestiik.
Zdbrddi Gergely (Gy6r, Révai M. Gimn., 12. o.t.)

6. Legyenek AHy, BHy, CHjs az ABC hegyesszogi hdromszog magassagai. Az ABC hdromsziog beirt kére a BC),
CA, AB oldalakat rendre a Ty, T, T3 pontokban érinti. Legyenek az {1, {2, illetve {3 eqyenesek a HoHs, HsH,, illetve
HyH> egyenesek tikorképei a ToTs, TsTh, illetve T1To egyenesekre.



Bizonyitsuk be, hogy £1, U2, {3 eqy olyan hdromszdget hatdroznak meg, amelynek csicsai az ABC hdromszdg beirt
korén vannak.

Megoldas. Legyen 1 < i < j < 3 esetén ¢;N{; = Qy, ahol {3, j, k} = {1, 2, 3}. Belatjuk, hogy pl. Q1Q2 egyenese
és AB egyenese parhuzamos. Ez éppen azt jelenti, hogy ¢3 || AB.
Iranyitott szdgekkel fogunk szamolni. CAB< = a, ABC< = 3, BCA< = . HyHy-t BC-bdl] (—a) szogt forgatas
viszi (HoH1C< = CAB<, mert Hy HyAB négyszog hurnégyszog: Hy és Hy rajta van az AB szakasz Thalesz-korén.)
Wa

4. dbra
Ty To-t <—7T—;7> szOgl forgatés viszi BC-be (a CT T haromszog egyenls szara), igy HyHa-t T1To-be (—a) —

(—W — 7) szOgl forgatés viszi. Hy Ha-t ¢3-ba ennek kétszerese, —2a — (—m + ) = 7 — 2« — v szog forgatas viszi.

Igy ¢3-at BC-be —(m — 2a — ) + (—a) = —7 4+ o + v = — 3 szogii forgatas viszi, amivel allitdsunkat igazoltuk.

A Q.T; (i =1, 2, 3) egyenesek a W1 W,W3 haromszoget hatarozzak meg.

Ezutan a kovetkezoket latjuk be:
(i)A W1 W,o W3 haromszog talpponti haromszoge a Q1Q2Q3s haromszog.
(1) A W1Wo W3 haromszog kbzépvonalai a 717575 haromszoget adjak.

(i) Egyszertien adodik, hogy pl.: HiHoB<t = BHyHs< = g — B, ezért To tavolsdga HoHi-t61 és HoH3-t6l meg-
egyezik. Ty tavolsdga HoH1-t6] és ¢3-t6l, illetve HoHs-t6l és ¢1-t6l is ugyanakkora, azaz To egyenl$ tévolsagra van
Q201 és Q2Q3-t0l, igy Q275 a Q1Q2Qs< kiils6 szogfelezje. Hasonlo all Qs3T5 és Q171 esetén is. Emiatt (%) valoban

fennall.
(i1) Belatjuk, hogy pl. T1T> egyenese parhuzamos W1Ws egyenesével, azaz Q3T3-mal. (i) miatt Q373 a Q203G
sz0g kiils§ szogfelezdje, igy mivel a Q1Q2Q3 haromszog és az ABC haromszog egyallasiu és Q2Q3Q1<< = BCA<,

QsTs-at Q3Q2-be —7T2;7 szogl forgatés viszi. De lattuk, hogy T175-t BC-be is —W—;Y szogl forgatas viszi.

Tehat mivel BC és @Q3Q2 parhuzamosak, 7175 is parhuzamos @Q375-mal.
Igy a Q1, Q2, Q3, Hy, Ha, Hs pontok rajta vannak a W, W, W3 haromszog Feuerbach-korén, azaz egy koron vannak.
Mivel a Hy, Ho, Hs pontok éppen az ABC haromszog beirt korét hatarozzak meg, a bizonyitassal készen vagyunk.
Gyenes Zoltin (Apéczai Cs. J. Gimn., 12. o.t.)

lItt és a tovabbiakban a szakaszok altal meghatarozott egyenesek forgatasarol van szo.
A szerk.



