. szdmomra egy geometriai probléma megolddsa egyenletekkel éppen olyan, mint egy fogantyi forgatasdval
jatszani le eqy dallamot. Amikor elsé alkalommal jutottam szdmitds utjan arra az eredményre, hogy két tag négy-
zete a részek négyzetébdl és kétszeres szorzatukbol dll, akkor szorzdsom kifogdstalansdga ellenére sem akartam
elhinni ezt mindaddig, amig dbrajat el nem készitettem. Nem mintha nem lett volna nagy kedvem az algebrahoz
mint az elvont mennyiségek tudomdnyahoz, de a térben alkalmazva a midveleteket vonalakban akartam ldtni,
mdsként nem értettem beldlik semmit. [l

Jean-Jacques Rousseau: Vallomésok

Descartes azzal, hogy megismertette a vilaggal koordinatarendszerét egyben kapcsolatot létesitett a matematikan
beliil két teriilet, az algebra és a geometria kozott. Koordinatarendszerében az 5x + 6y — 7 kétvaltozos elséfoki
polinomnak megfelel egy egyenes, a polinom zérushelyeinek halmaza, az z° 4+ y*> — 1 masodfoka polinomnak egy kor.

A definialo polinom foka alapjan elsérendid gorbéknek nevezziik az egyeneseket, masodrendd gorbéknek a kort,
ellipszist, hiperbolat, parabolat és az egyenespéarokat. Az egyenesparok egyenletében szerepld polinom a part alkoto
két egyenes polinomjanak szorzata, ezért masodfoku. Az egyenesparok ennek alapjan reducibilis, azaz felbonthatd
gbrbék, hiszen elGallithatok naluk kisebb foka gorbék unidjaként. Ezzel szemben az Gsszes kordbban emlitett gorbe
irreducibilis, azaz felbonthatatlan.

A masodrendd gorbéket (nem ezen az Osszefoglald néven) méar a gorogok is jol ismerték, tobbek kozott ast is
tudtak réluk, hogy kupszeletek. Kepler a Descartes-ot megeléz6 évszazadban adott kiilonleges jelentGséget ennek a
gorbeosztalynak azzal, hogy ramutatott a bolygémozgasban jatszott szerepiikre. Descartes kortarsai koziil Desargues
és Pascal tett sokat e gorbék megismeréséért, az utobbi nevezetes tételérsl a KéMal-ban is olvashattunk (1998/8.,
454. 0.)

De milyen gorbét rejt magaban az z° + y? — 1 polinom? Hanyféle harmadrendd gorbe van? Milyen altalanos
tulajdonsagaik vannak? Hogyan olvashatok le specidlis jellemz&ik definidlé polinomjuk egyiitthat6ibél? Mindezek a
kérdések fol sem meriilhettek Descartes el6tt.

Mar a XIX. szazadban rajottek, hogy Pascal tétele a harmadrendid gorbékre vonatkozo egyik legalapvetébb allitas
specidlis esete, és azd6ta mar sok méas geometriai Gsszefiiggésrdl is tudjuk, hogy olyan altalanos tételek specialis esetei,
amelyek a harmadrendi gorbe tulajdonsigaival fliggenek Ossze. Néhany matematikus agy egy évtizede rajott, hogy
Descartes kortarsanak, Fermat-nak nevezetes sejtése bebizonyithaté a harmadrendd gorbe mélyebb ismerete alapjan.
Hiaba olyan hires és friss ez az eredmény, ma, az internetes keres§ programok a harmadrendid gorbe angol megfele-
16jére, az ,elliptic curve" kulcsszéra tobbségében mégis olyan cimeket irnak ki, melyek a kriptogrdfidrel, a titkosiras
tudoményarol szolnak. Ez a témakor éppen internetes felhasznalasa miatt népszerid. Lehet, hogy a harmadrendd gorbe
szerepet kap a modern kommunikiciéban?

Ebben a cikkben megprobaljuk megérteni e manapsag is széleskortien vizsgalt gorbe néhany tulajdonsagat.

A félszemii rajzol6

Vizsgalodasunkat egy klasszikus problémaval kezdjiik. Megkeressiik az Osszes pitagoraszi szaAmharmast, vagyis az
(1) 2yt —22=0

egyenlet Osszes pozitiv egész megoldasait. Miel6tt belemennénk a szamelméleti részletekbe, megvizsgaljuk az (1) egyen-
letet algebrai és geometriai szemszogh6l, hogy bemutassuk rajta a hasonlé tipusi problémak kezelésének projektiv
geometriai megkozelitési modjat.

Az egyenlet bal oldalan szereplé P(z, y, z) polinom homogén, azaz a benne szerepls tagok mindegyikének ugyan-
akkora a foka. Ez azt jelenti, hogy ha a polinomban minden véltozd értékét ugyanazzal a A szammal szorozzuk, akkor
a kifejezés érteke \*-tel szorzodik: P(\x, \y, \z) = N2 P(x,y, z). Kovetkezésképpen, ha (zo, yo, 20) megoldasa az (1)
egyenletnek, akkor (Azg, Ayo, Azo) is megoldas barmely A esetén. Specialisan, az egyenlet egy trividlis megoldasa a
(0, 0, 0) szamhéarmas.

Geometriai néz6pontbol elGszor is azt mondhatjuk, hogy az (1) egyenlet egy térbeli ponthalmaz egyenlete, hiszen
a szamharmasokat a tér pontjaival reprezentilhatjuk. A homogenitasbol kovetkezik, hogy egy origo csicsu kipszertd
alakzatrol van sz6, azaz barmely pontjaval egyiitt a pontot az origéval 6sszekots egyenes is része a megoldashalmaznak.

Tekintsiink ugy erre a kipra, mint fénysugarak nyalabjara, melyek taldn épp egy sikgorbérdl érkeznek szemiinkbe,
az origoba. Ha magunk elé tesziink egy (nagyon nagy) papirt, a sugarak ezen kijelolnek egy gorbét, a papir sikjanak
és a kupnak a metszésvonalat. Olyan ez, mint amikor egy félszemi ember rajzol. [

Persze, ha mashova helyezziik a papirt, azaz az origo6t nem tartalmazd masik sikkal metssziik a kupot, akkor egy
maésik gorbét fogunk kapni. A félszemi rajzol6é nem tudja kitalalni a tavoli gorbe tényleges alakjat, csak a latvanyrol
tud hiiséges képet adni. Példaul abban sohasem lehet biztos, hogy kort lat-e, de fel tudja ismerni az egyenest (ha
megmondjak neki, hogy sikbeli alakzatrol van szo6). Altalanosabban, azt is meg tudja mondani, hogy hanyadrendi

!Benedek Istvan és Benedek Marcell forditasa
2 Analogiank annyiban félrevezetd, hogy mig az ember megfordulva mas tajat lat maga eltt, addig az (1) egyenlet altal definialt kap
kettGs kip, az origora kdzéppontosan tiikros.



gorbét 1at, hiszen a rend a szemébe érkezd fénysugarak altal meghatarozott kupfeliilet tulajdonsaga. Ha pedig egy
egyenest és egy masik (algebrai) gorbét is érzékel, akkor el tudja donteni, hogy egy adott (latott) pontban metszik,
vagy pedig érintik egymast.

Tehat a homogén polinomok fent leirt geometridjadban, amit a projektiv geometria sugdrnyaldb modelljének is hiv-
nak, a pontokat a tér origéon atmens egyeneseiként érzékeljitk. Amig szokésos (affin) értelemben n-edrendi sikgdrbén
egy két ismeretlenes n-edfoki polinomot, illetve a polinom zérushelyeinek halmazat értjiik, addig a projektiv meg-
kozelitésben n-edrendd sikgorbérsl beszélve egy haromvaltozés homogén n-edfokl polinomra és annak zérushelyeire
gondolunk.

Masodrendi gorbék szamelmélete

o Yo

7y~0__

Vegyiik észre, hogy ha (z¢, yo, z0) nem a trivialis (azonosan 0) pitagoraszi szamhéarmas, akkor az £y =
20 20

racionéalis szdmparra
(2) P +9P-1=0.

Masrészt, ha (Z, §) a (2) egyenlet racionalis megoldésai, akkor a (z- &, z - ¢, z) az (1) egyenlet racionalis megoldasai
lesznek barmely z racionalis szam esetén. Ha itt z az Z, § tortek nevezSinek legkisebb koz0s t6bbszorose, akkor az (1)
olyan egész megoldasait kapjuk, amelyben a tagok relativ primek. Az ilyen szaimharmasokat nevezik az (1) egyenlet
alapmegolddsainak.

Most méar csak a (2) egyenlet racionalis megoldasait keressiik, azaz kapunk és a z = 1 egyenleti II sik metszésvo-
nalédnak racionalis koordinataja pontjait.

Ez a metszésvonal egy egység sugara kor. Tekintsiik a kor A(—1;0) pontjat és a kor tobbi pontjat vetitsiikk A-bol
az § tengelyre, azaz a kor T pontjanak feleltessiik meg az ¢ tengelynek azt a ¢(7T') pontjat, amely illeszkedik az AT
egyenesre. A ¢ leképezés kolcsonosen egyértelmi hozzarendelést ad meg a kor A-tol kiilonbozs pontjainak halmaza
és az §j tengely pontjainak halmaza kozott. Allitjuk, hogy ezen beliil a kor racionélis pontjai a tengely racionalis
pontjainak felelnek meg.

Valoban, ha T'(Zg; §o) racionélis pont, akkor ¢(T") ordinataja épp az AT egyenes meredeksége, nevezetesen jy—il’
azaz racionélis. ’

Masrészt, a tengely racionalis pontjat A-val 6sszekots egyenes egyenletének egyiitthatoi két pontjanak koordiné-
taibol alapmiiveletekkel szamithatok ki, igy racionélisak. Az egyenes és a kor metszéspontjainak kiszdmitasa ugyan
masodfoki egyenletre vezet, de ennek egyik gyoke az A pont megfelel§ koordinataja, ami racionalis. A keresett méasik
gyok barmelyik Viéta-formulabol alapmivelettel meghatarozhaté, igy az is racionélis. A konkrét szamolést a pitago-
raszi szamharmasokat elGallito formula kedvéért el is végezziik.

Ha ¢(T) ordinataja r = % (me€Z,neZb (m n)=1,vagy m = 0 és n = 1), akkor T koordinatait tgy

kaphatjuk, hogy az AT egyenes
(3) y=r@+1)

egyenletének jobb oldalaval helyettesitjik §-t a (2) egyenletben. A két gyok szorzata az

(4) (r?+ 1) +2r% + (1 = 1) =0
ot —1 L
egyenletben: (—1) - &y = e ahonnan (3) alapjan go is adodik:
T
. n?P-m? _ 2nm
o= e e Yo= e yme

Tehat ©o = Zo, Yo = Yo, 20 = 1 az (1) egyenlet racionalis megoldasai a z = 1 egyenletd II sikban. Az (1)
egyenlet egész megoldasait gy kapjuk, hogy a most kapott torteket szorozzuk a kozos nevezdvel, illetve annak barmely
tObbszorosével.

Nem nehéz igazolni, hogy ha (m, n) = 1, akkor a kapott tortek nem egyszertsithetGek, ha m és n paritésa
kiilonboz6, illetve csak 2-vel egyszertsithetSek, ha n és m is paratlan. Ennek alapjan kaphatjuk meg az (1) egyenlet
alapmegoldasait szolgaltato jol ismert képleteket:

(5) zo =n—m?, yo=2nm, z20=n>+m?
ha n és m paritasa kiilonbozs, illetve

n°—m n2+m
I Yo = nm, 2’0:72 ,

(6) z =



ha n és m paratlanok. Minden tovabbi megoldéas ugy kaphato, hogy ezen szdmharmasok valamelyikét egy egész szdmmal
szorozzuk. Ha x( és yo sorrendje nem érdekes, akkor itt minden megoldas kétszer van félsorolva: egyszer fent, egyszer
lent. Font ugyanis xg paratlan és yg paros, mig lent éppen forditva van. Ha feltessziik azt is, hogy n > m, akkor a
negativ megoldasoktdl is megszabadulunk.

n =3, m = 1 esetén kapjuk a nevezetes 4, 3, 5 szamharmast.

A megoldas lényege a ¢ bijekcio volt, amely a kor raciondlis pontjai és az egyenes racionalis pontjai k6zott teremtett
egy-egyértelmi megfeleltetést. Ilyen megfeleltetés minden raciondlis egyiitthatos irreducibilis masodrendid goérbe esetén
megadhaté, ha talalunk a gorbén egyetlen raciondlis pontot, a vetités centrumét. Tehat, ha egy raciondlis egyiitthatos
mésodrendd gorbén van legalabb egy racionalis pont, akkor végtelen sok van belGle.

Sokkal nehezebb azt eldonteni, hogy létezik-e egyaltalan ilyen pont egy adott mésodrendd gorbén. Erre elGszor
Legendre talalt modszert a XIX. szazad elején, amit a XX. szazad els6 felében Hasse és Minkowski altalanositott tobb
valtozo esetére.

Egyenesek, idealis pontok

Térjiink most vissza a II rajzsikra és tekintsiik rajta az egymassal parhuzamos £ —a = 0 egyeneseket. Ha az a
paraméter értékét valtoztatjuk, akkor egyméssal parhuzamos egyeneseket kapunk. Ha kivalasztjuk ezen egyenesek bar-
melyikét és az origobol a kivalasztott egyenes (pozitiv irdnyban) egyre tavolabbi pontjai felé néziink, akkor tekintetiink
az y tengely (pozitiv) irdnyat kozeliti meg. Mintha ebben az irdnyban lenne a vizsgalt egyeneseknek egy kozos ,végtelen
tavoli" pontja. Ha negativ iranyba fordulunk az egyenesek tavoli pontjai felé, akkor tekintetiink ugyanazt az egyenest,
de épp az ellenkez6 irdnyt (ugyanast a ,fénysugarat") kozeliti meg.

Algebrailag is eljuthatunk a ,yvégtelen tavoli" pont fogalmahoz. Ahogyan az 2% + 3% — 2% = 0 egyenletb6l nyertiik
a II sikban az &2 + §> — 1 = 0 egyenletet, ugyantgy az & — a = 0 egyenlet ,hatterében" az  — az = 0 homogén
egyenlet all. Ezen egyenleteknek van kozos megoldasa példaul a (0;1;0) szamharmas (értsd x = 2 =0, és y = 1), de
az y tengely barmely masik pontja is megfelels.

A sugarnyalab modellben az egyenesek homogén elsgfoku egyenleteknek felelnek meg, amelyek megoldashalmaza a
térben egy-egy origén atmend sik. Barmely két origdn atmend siknak van metszésvonala, egy origén dtmens egyenes,
egy ,fénysugar". Igy a projektiv geometridban barmely két egyenesnek van metszéspontja. De el6fordul, hogy egy-
egy ,rajzon", tehat az origét nem tartalmazéd sikmetszeten két egyenes nem taldlkozik, parhuzamos. Ekkor azt is
mondhatjuk, hogy ezek ez egyenesek a sik egy végtelen tavoli, idedlis pontjaban metszik egymést. A rajzsikon minden
irdnyhoz tartozik egy idealis pont (az egymassal ellentétes iranyokhoz ugyanaz), ami a modellben az origobol indulo,
az adott irdnnyal parhuzamos fénysugar. A rajzsik ideélis pontjaihoz tartozd fénysugarak a rajzsikkal parhuzamos,
origén atmend sikban fekszenek, tehat — projektiv értelemben — egy egyenesen, az idedlis egyenesen vannak.

Szingularis harmadrendd gorbék

A harmadrendd gorbék raciondlis pontjai csak egyes specidlis esetekben feleltethetSk meg az egyenes raciondlis
pontjainak dgy, ahogy a masodrendd goérbéknél lattuk. Hidaba talaljuk meg ugyanis a gorbe egy raciondlis pontjat, az
ezen atmend, a gérbét meég egyszer metszé egyenesek altalaban még harmadszor is metszik a gorbét. Igy magat a ¢
leképezést meg tudnank adni, bar a gorbe két-két racionélis pontjahoz rendelnénk az egyenes egy racionalis pontjat,
de az inverz megfeleltetéssel gondunk lenne. Gondoljuk meg, most a (4) egyenlet helyén egy harmadfoka egyenlet all,
amelynek csak egy gyokét ismerjiik igy a masik kett6 meghatarozasahoz az altalanos eljarasban gyokvonésra is sziikség
lenne. Ez pedig bajba sodorja a racionalitast.

Mas a helyzet az agynevezett szinguldris gorbéknél, azaz azokndl a harmadrendd gdrbéknél, amelyeken talalhato
szingularis, azaz kettGs pont. A harmadrendid gorbe P(zg, yo) pontjat akkor nevezziik szinguldrisnak, ha a rajta
athaladé egyenesek a gorbét még legfeljebb egy pontban metszik. Ez tgy eshet meg, hogy a fent leirt metszéspont
szamitasi eljarasban a (4) helyett kapott harmadfoku egyenletnek z( minden esetben legalabb kettGs gyoke, és igy
a harmadik gyok az egyenlet egyiitthatéibol a Viéta-formulak segitségével gydkvonas nélkiil meghatarozhato, igy
raciondlis lesz. Ekkor, ha z¢, yo és a gorbe egyiitthatoi is raciondlis szamok, ugy alkalmazhat6 a masodrendd gorbéknél
latott megfeleltetés.

Erre nemrég lattunk példat a K6Mal-ban, az egyik feladat megoldasaban. Elevenitsiik 6l a feladatot.

F. 3278. Az y = x° gorbe pontjain eqy * miveletet értelmezink a kovetkezéképpen. Ha A és B a gorbe két
pontja, akkor legyen Ax B az AB egyenes és a gorbe harmadik metszéspontjdinak az origéra vonatkozd tikorképe. (Ha
a definicioban szerepld valamelyik két pont egybeesik, akkor dsszekdtd egyenesiik helyett vegyik a gorbe adott pontbeli
érintdjét). Mutassuk meg, hogy a x mivelet asszociativ.

A Ko6MaL 2000. évi els6 szamanak 28. oldalan megjelent megoldasban Székelyhidi Gabor és Terpai Tamés hozzé-
rendelték a gorbe A(a; a3) pontjahoz annak x tengelyre vonatkozo ¢(A) = a merdleges vetiiletét és megmutattak, hogy
ez a leképezés a gorbe pontjait kdlcsondsen egyértelmi megfeleltetésbe hozza a valdés szdmokkal és a * mdveletnek a
valds szamok Osszeadédsa felel meg.



Nyilvanval6, hogy itt is megfeleltettiik egymasnak a gorbe és az egyenes racionélis pontjait, de nem vilagos, hogy
hol van a szingularis pont. Végtelen messze van, de mar kozel vagyunk hozza, hogy meglassuk.

Az §j = i® egyenlet homogén megfelelGje az yz? — 2> = 0 egyenlet. Ennek megoldéasa az (0;1;0) szamharmas,
tehat a feladatban vizsgalt § — &> = 0 gorbének pontja az 7 tengellyel parhuzamos egyenesek idealis pontja. A kozolt
megoldasban alkalmazott = tengelyre valé mer6leges vetités nem mas, mint ebbdl az idealis pontbol vald vetités.

Az idedlis pont szingularitasanak vizsgalatdhoz egy masik rajzot készitsiink ugyanerrsl a gérbérdl, most az y = 1
egyenleti sikban. Itt gorbénk egyenlete 22 — 7’3 = 0, a korabban talalt idealis pont itt az origd. Ez a pont szingularis,
hiszen az origon athaladé ' = r#’ egyenes és a gorbe metszéspontjaira: ri’> — &3, aminek ' = 0 mindig legalabb
kétszeres gyoke.

4. dbra. Az yz? = 23 kip egy részlete és két ,rajza"

F. 3278'. Azxy= (v — 1)3 gorbe pontjain értelmezzik a *+ mdveletet a kévetkezéképpen. Ha A és B a gorbe két
pontja, akkor jelolje C az AB egyenes és a gorbe harmadik metszéspontjdit, Ax B pedig legyen C-t a gérbe E(1;0) pont-
javal Gsszekitd egyenes és a girbe harmadik metszéspontja. (Ha a definicicban szerepld valamelyik két pont egybeesik,
akkor dsszekitd egyenesiik helyett vegyiik a gorbe adott pontbeli érintdjét). Mutassuk meg, hogy a x mdvelet asszociativ.

Az alabbi bizonyitast az F. 3278. feladat mar emlitett megoldasanak mintajara végezziik.
Gorbénk pontjait egyértelmten jellemezhetjiik abszcisszdjukkal. Ez még vilagosabban latszik az eredetivel ekviva-

lens 5
-1
x
egyenletbdl.
Legyen ® az a miivelet a valos szamok halmazan, amely a gorbe a és b abszcisszaju A és B pontjai esetén a ® b-nek
az A x B pont abszcisszajat felelteti meg. A * mivelet pontosan akkor asszociativ, ha a ® mitvelet is az a R\ {0}
halmazon. Megmutatjuk, hogy ® épp a szorzas, amib6l az allitas kdvetkezik.
Ha az A, B, C kiilonb6z6 pontok gorbénkre és az y = ax + [ egyenesre is illeszkednek, akkor a, b, ¢ abszcisszaik

kielégitik az

(7) z(ax+8) = (z — 1)3

egyenletet. A gyokok és egyiitthatok kozti Osszefiiggések alapjan
l=a-b-c

((7)-et és a vele ekvivalens 0 = (z — a)(z — b)(x — ¢) egyenlet konstans tagjait hasonlitottuk Ossze.) Ugyanezt a
gondolatmenetet alkalmazhatjuk a C', E, A x B pontokra, amibgl kapjuk, hogy

l=c-1-(a®b).

A két egyenlet Gsszevetésébdl adodik, hogy a © b = a - b, amint azt korabban allitottuk.
1\ 1
5. dbra. Ax B=D,azaz 2 - (—1)=-2és C*C = G, azaz <—§> =T

Az allitas akkor is érvényes, ha bizonyos pontok, pl. A és B, egybeesnek. Ilyenkor az AB egyenes hatarhelyzeteként"
a gbrbe A pontbeli érintjét hizzuk meg, azt az y = ax+ S egyenleti egyenest, amelyre a (7) egyenletnek az a abszcissza
legalabb kétszeres gyoke. Igy az altalanos esethez hasonléan alkalmazhatjuk a (7) egyenletet a tovabbi szamolasokhoz.
Ebben a feladatban is az x tengelyre merdleges vetitést alkalmaztunk, amely folfoghaté a gorbe (0;1;0) ideélis és
egyben szingularis pontjabol vald vetitésként. A gorbe és az egyenes racionalis pontjai most is egymasnak felelnek meg.
A gorbe homogén egyenlete: zyz — (x — 2)® = 0. Ezt valoban kielégiti a (0; 1;0) szamharmas. Az y = 1 sikmetszeten
az origoba keriil a szingularis pont. A gorbe egyenlete itt: #7 = (& — 2)®. Jobban megérthet6 a gorbe viselkedése, ha
attériink az u = & — Z, v = & + Z valtozokra, ami a koordinatarendszer 45°-os forgatasat és — aranyi nyujtasat

V2

1
jelenti. Itt az egyenlet: v? = u?- (1 +4u), amibdl leolvashato, hogy az u valtozo ~1 és 0 kozotti és a pozitiv értékeihez

1 1
v-nek két értéke is tartozik, mig u = —=-hez és u = 0-hoz csak v = 0 megfelels. A grafikon u = —Z—Hél ,megfordul",

u = 0-nél pedig ,,6nmagat metszi". Itt mashogy ,néz ki" a szingularités.
Egyszer 0sszeadas és egyszer szorzas. Es ezek még csak a szingularis gorbék!

Harmadrendid gérbe mint csoport

A szingularis ponttal nem rendelkezs, ezért nem szinguldrisnak is nevezett gorbék nem vetithetGk kolcsonosen
egyértelmd modon az egyenesre, de a szingularisakéhoz hasonlo (projektiv) geometriai aton definidlhato, csak még
rejtélyesebb mitveleti tulajdonsagaik vannak.



Tétel. Bdrmely irreducibilis harmadrendd gorbe, és annak tetszdleges E nemszinguldris pontja esetén a gdrbe
nemszinguldris pontjain az F. 3278'. feladatban leirt mddon értelmezett x mivelet az aldbbi tulajdonsdgokkal bir:

1. asszociativ;

2. ExA=AxFE = A, a gorbe barmely A pontja esetén. (Azaz az E pont gy viselkedik, mint az dsszeaddsndl a 0,
vagy mint a szorzasndl az 1.

3. Bdrmely A pontnak van inverze (mint az dsszeaddsndl az ellentett, a szorzdsndl a reciprok), azaz olyan A™' pont,
amelyre Ax A=V = A" '« A=F.

Ha egy halmazon értelmezett kétvaltozos miivelet a fenti (1., 2., 3.) tulajdonsagokkal rendelkezik, akkor azt mond-
juk, hogy a halmaz a miveletre nézve csoportot alkot. A tétel lényegében azt mondja ki, hogy a harmadrendd gorbe
egyenes kovetkezményeként még kommutativ is, azaz A x B = B x A barmely A és B pont esetén.

A fenti tételt itt nem bizonyitjuk. Az &llitds szamelméleti jelentGsége abban van, hogy ha a gorbe egyenleté-
nek egyiitthatéi és az E pont koordinatai is raciondlis szamok, akkor a gorbe racionélis pontjai egyméas kozott ,,x-
szorzodnak". Valoban, ha A és B koordinatai racionélisak, akkor az AB egyenes egyiitthatéi is azok, igy az F. 3278'.
feladat megoldasaban leirt modon a raciondlis koordinatak és egyiitthatokkal végzett alapmiiveletekkel meghatarozha-
tok a C, majd az A * B pont koordinatéi is. Tehat a gorbe racionalis pontjainak Eq halmaza is csoport a * mtiveletre
nézve, az ERr csoport egy részcsoportja.
szOlt:

Bizonyitsd be, hogy hdrom egymadast kovetd pozitiv egész szdm szorzata nem lehet kobszdm.

Nem nehéz megmutatni, hogy harom egymaéast kovets egész szam szorzata csak akkor lehet kobszam, ha 0 ez a
szorzat.

Most altalanositjuk ezt a kérdést. Lehet-e egy egész szamokbol d@llo hdromelemd szamtani sorozat tagjainak szorzata
0-tol kiillonbézd kébszdm?

Jeloljiik a sorozat kozépsd elemét z-vel, a differencidt y-nal, a szorzatként kapott szam kdbgyokét x-szel. Az
(z — y)z(z + y) = 2° egyenlet egész megoldasait keressiik. Tekintsiik az ezzel ekvivalens ® + zy* — 2* = 0 homogén
egyenletet, és térjliink at a z = 1 sikon taldlhaté rajzra. Most mar a

(8) P4+t -1=0

gorbe racionéalis pontjait keressiik.

Van négy kézenfekvs megoldas: A(1;0), B(0;1), C(0; —1) és a homogén egyenletre visszapillantva lathatjuk, hogy
az g tengely F ideédlis pontja most is megfelel. Mindezek azonban olyan megoldéashoz tartoznak, amelyben a kébszam
a 0.

Keressiik meg az AB egyenes és a gorbe harmadik metszéspontjat! Igy a D(—2;3) pontot kapjuk, ami valédi
megoldast ad feladatunkra: (1 —3)-1-(1+3) = (=2)>. ED és AC is az F(—2; —3) pontban metszi a gorbét, ami az
el6z6 megoldast adja, csak a tényezok sorrendje més. Probalkozzunk még a gorbe érintéivel!

A B pontbeli érint6 az az y = ri& + 1 alakt egyenes, amelyre a &> + (rz+ 1)2 — 1 polinomnak, azaz &° + 2% + 2ri-
nek a 0 kétszeres gyoke. Ezért » = 0, amib6l azt kapjuk, hogy a gorbe és az érinté metszéspontjainak & koordinatai
kielégitik az #° = 0 egyenletet. Itt tehat egy harmadrendd érintésrSl (inflexids pontrdl) van szo6, az érintének mas
kozos pontja nincs a gorbével. Ugyanez a helyzet — més ,rajzon" szamolva — az E pontbeli érintével, a D-beli érint6
pedig C-n megy at. Tobb megoldast nem, de egy szép geometriai konfiguraciot kaptunk. Csoportunkban: D x D = B,
DxDx«xD=BxD=AD«DxDxD=AxD=C,D«DxDxD+«D=CxD=F, végil DxDx«D+«DxDxD =F.

Van-e més megoldas? Ez altalaban nagyon nehéz kérdés. A konkrét esetben talan eldonthets, de a szerz6 sem tudja
pontosan a valaszt.

A hat vizsgélt pont az Er (és az Eq) csoport egy részcsoportjat alkotja, lehet, hogy a teljes Eq-t. Ilyen hatelemd
részcsoport a valés szamokon beliill sem az Osszead&snal, sem a szorzasnal nincsen, most vizsgalt gorbénk algebrai
struktaraja kiilonbozik az el6z6ekétsl.

Nézziink egy masik példat! Nevezetes, hogy az

(9) 24yt =2

egyenletnek az egész szamok halmazan csak a trividlis (0;0;0) és a (0;1;1), (1;0;1) alapmegoldasai vannak. Ezt P.
Fermat allitotta, miutan elolvasta Diophantosz: Arithmetica cimid konyvében a pitagoraszi szdmharmasokrol szo6lo
részt. Tovabb is altalanositott, nevezetes sejtése azt mondja ki, hogy az " + y™ = 2" egyenletnek n > 2 esetén csak
olyan megoldasai vannak, amelyben legalabb az egyik valtozé értéke 0. Hogy lassuk, milyen éles is Fermat sejtése
vizsgaljuk meg a (9) egyenlettdl alig kiilonbozé

(10) T 4yt =28

diofantikus egyenletet!



Vegyiik észre, hogy most E(0; 1; 1) mellett A(1;1;2) is megoldas. Igy a mar ismertetett geometriai modszerekkel bar-
melyik rajzon szamolva meghatarozhatjuk A
y*-hatvanyait" (vagy ,,x-tobbszoroseit", ahogy tetszik). Az alabbi értéket egy konkrét rajzon véghezvitt szamolast
kovetSen, a kozos nevezdvel vald atszorzas utjan nyertiik:

Ax A(—4;3;5), AxAxA(-73;38;17), Ax Ax Ax A(—1265;183; —1256),
Ax Ax Ax Ax A(65882; 40049; 90271),
Ax Ax Ax Ax Ax A(—4381019; 4989780; 9226981),

Ebben az esetben alapmegoldasok végtelen sorat kapjuk.

A XX. szazad elején Mordell bebizonyitotta, hogy a nemszingularis harmadrendii gorbén mindig kivalaszthato
véges sok racionalis pont tugy, hogy a gérbe barmely racionalis pontja megkaphat6 legyen ezekbdl kiindulva, mar meg-
talalt pontok Osszekotésével, megtalalt pontbeli érinték behuzasaval, ezeknek és a gérbe harmadik metszéspontjanak
megkeresésével.

Mordell azt is sejtette, hogy csak véges sok racionalis pont lehet mindazokon a 3-nal magasabbfoka gorbéken (affin
gorbéken, azaz barmelyik ,rajzon") amelyek nem hozhatok a cikkben leirt ¢ bijekcidhoz hasonldé megfeleltetésbe az
egyenessel vagy valamely harmadrendd gorbével. Ezt 1984-ben Gerd Fultingsnak sikeriilt igazolnia. Ez egyben azt
is jelentette, hogy a Fermat-féle egyenletnek n > 3 esetén csak véges sok alapmegoldéasa lehet. Mégsem Faltings
megkozelitése vezetett el a Fermat sejtés megoldasahoz.

A harmadrendd gorbék kaptak donté szerepet a megoldasban, amikor ugyanabban az évben, 1984-ben Gerhard
Frey ramutatott, hogy ha a Fermat egyenletnek létezik a nemtrivialis A™ + B™ = C™ megoldésa, akkor az y? =
23 4+ (A" — B")2? — A" B™ harmadrendii gorbe ellenpéldat adna Taniyama és Shimura egy sejtésére. Andrew Wiles
1993-ban ez utobbi sejtés igazolasaval egyuttal bebizonyitotta Fermat allitasat is.

Mindazok, akik idaig jutottak a cikk olvasdsadban bizonyara nagy ordmiiket fogjak lelni Ronyai Lajos: Egy igazan
csudalatos bizonyitas cimi irdsaban, amely a Hdédi Endre szerkesztette Matematikai mozaikban jelent meg (Typotex
Kiado, 1999), és Simon Singh: A nagy Fermat-sejtés cimen megjelent kényvében (Park Kiado, 1997). A téméhoz
kapcsolodik még Kolldr Janos: Algebrai geometria cimi cikke a Természet Vilaga Matematika Kiilonszamaban (1998).

Feladatok

1. Az 1, 25, és a 49 olyan négyzetszamok, amelyek egyben egy szamtani sorozat egymast kovets elemei. Allitsuk
el6 az Osszes ilyen szamharmast.

2. Bizonyitsuk be, hogy irreducibilis harmadrendii gérbének csak legfeljebb egy szingularis pontja lehet.

3. Keressiink 7, egészekbdl all6 megoldast az y* = 6(z* — z) egyenlethez. Keressiink még 4 megoldast a racionalis
szamok halmazan.

4. Keressiink olyan négy elembdl all6 szamtani sorozatokat, amelynek tagjai koziil kivalaszthaté harom olyan,
amelyek szorzata kobszam!

Ajanlott internet cimek

Fermat tétele:
http://www.mbay.net/~cgd/f1t/£f1t01.htm
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/
Fermat’s_last_theorem.html
http://www.prometheus.demon.co.uk/01/01fermat.htm
http://mathworld.wolfram. com/FermatsLastTheorem.html
Kriptogrifia:
http://world.std.com/~dpj/elliptic.html
http://ds.dial.pipex.com/george.barwood/ec_faq.htm
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