Bernhard Riemann (1826-1866), a neves német matematikus konstruélta az alabbi fiiggvényt:

R(z) =0, ha
) o1 o .
xirracionlis, —, haxracionlis, x=p-, (p, q egészek, ¢ > 0, (p, q) = 1.
q
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1. dbra. A Riemann-fiigguény néhdny pontjanak dbrdzoldsa

Folytonos fiiggvényekrdl, pontosabban intervallumon folytonos fiiggvények grafikonjarol szemléletes képiink van:
ezek a gorbék ,a ceruza felemelése nélkiil” rajzolhatok meg. Maga a folytonossag azonban ,lokalisan” adhatd meg, egy
fiiggvény folytonossagat elGszor adott z¢ helyen szokas definidlni. Ezek utan egy f fliggvényt folytonosnak mondunk
egy M halmazon, ha annak minden pontjaban folytonos.

Az xg-beli folytonossag pedig azt jelenti, hogy a fiiggvény az xo-hoz ,kozeli” szamokat az xg-beli fliggvényértékhez,
f(zo)-hoz ,kozeli” értékekre képezi le.

Ezek utan konnyt olyan fiiggvényt megadni, amely pontosan egy adott helyen nem folytonos:

F(x)=2,ha

x=0, legybknt. (2.bra)
Olyan fliggvény, amelyik sehol nem folytonos:

D(z) =1,ha

xracionlis, 0, haxirracionlis. A fentipldanmimdostsval :E(x) = x, haxracionlis, —x, haxirracionlis (3.bra)olyan f ggunyhezjutun
Riemann példaja azt mutatja, hogy a folytonossag fogalma tagabb, mint szemléletiink sugallja: R(x) ugyanis
végtelen sok helyen folytonos és végtelen sok helyen nem az; pontosabban R(z) éppen az irracionalis helyeken folytonos.
Ez azon mulik, hogy tetszéleges x¢ valdos szamhoz ,kozel” mar csak nagy nevezdjd tortek vannak, és igy az xp-hoz
kozeli” szamok kicsi, a 0-hoz kozeli szamokra képez&dnek le. Mintha a konstans nulla fliggvényt a racionalis helyeken
selszakitottuk” volna, de igen 6vatosan: ritka — bar végtelen sok — kivételtdl eltekintve kozel maradunk a 0 értékhez.
Igazolhato ([5]), hogy olyan fiiggvény viszont nem létezik, amely éppen a racionéalis helyeken folytonos.
A fiiggvény az integral fogalméahoz is érdekes példa. A klasszikus fizika integrélfogalma, mint a goérbe &ltal hatarolt
teriilet, altalanosithaté. Ennek elsG lépése az integralhato fiiggvények korébe vonja az R fiiggvényt is, az integral
értékére pedig

O/R(a:) dz = 0

adodik, azaz dacara a stirtn el6forduld pozitiv értékeknek, az integral értéke 0. Kérdéses persze — és nem a matematika
illetékességi kore —, hogy tulajdonithato-e fizikai jelentés az igy kapott 0 értéknek, illetve van-e olyan fizikai folyamat,
amelyet a Riemann-fiiggvény ir le.
Az alabbiakban a Riemann fiiggvénynek egy, az olvaso szaméara talan kevésbé ismert tulajdonsagat mutatjuk be.
Konnyen lathato, hogy a fliggvény korlatos, paros és periodikus. A tovabbiakban a [0, 1] periodusra szoritkozunk,
s6t — mivel irracionalis helyeken a fiiggvényérték 0 — a [0, 1] intervallumba es§ racionalis szamokra szikitjiik az

értelmezeési tartomanyt. Az igy nyert fiiggvény grafjanak ponthalmazéra (grafpontok) roviden mint R-pontokra fogunk

1
hivatkozni. Az R-pontokat a kés6bbiekben gyakran azonositjuk elsé koordinatajuk redukalt alakjaval, azaz a (1—7, —)
q

q
pontokat B—val.
q

Az R-pontok halmazarol legalabb hozzéavetéleges képet szeretnénk kapni, hiszen a definicié szerint minden [0, 1]-
beli racionélis pontban kiilon-kiilon kell dbrazolni a fiiggvényt.

Néhany pont megszerkesztése utan konnyid észrevenni, hogy az R-pontokat bizonyos szempontok alapjan oszté-
lyozva egyes pontok egy-egy egyenesre, Un. tartoegyenesekre illeszkednek, amelyek segitségével a szerkesztés kénnyebbé
és pontosabba valik. Az azonos szamlaloja, az azonos nevezdji, illetve az azonos szamlélé—nevezd kiilonbségid pontok
egy-egy tartoegyenesen helyezkednek el (4. dbra). Az egyenesekhez még néhény szerkesztési segédvonalat behuzva
felfedezhetjiik azt a szerkezetet, amelyet a tovabbiakban vizsgalunk.

Olyan iterativ eljarast mutatunk, amely néhany R-pontbdl kiindulva tjabb R-pontokat ad, amelyekre az eljaras
1jbol alkalmazhaté. S6t, az iteracidval végiil minden R-pontot megkapunk pontosan egyszer.

Barmely R-pont és els6 vetiilete egy, az y tengellyel parhuzamos egyenest hatdroz meg, ebbél kdvetkezden ezek az
egyenesek egymassal is parhuzamosak. Ezek szerint barmely két R-pont (az els§ vetiileteikkel) egy-egy trapézt feszit
ki.

A legnagyobb ilyen trapéz az egységnégyzet, amely tartalmazza az 6sszes R-pontot. Erdekes modon, ennek atloi
ijabb R-pontban metszik egymast. Az atlok metszéspontja a kozvetlen Gsokkel két jabb trapézt hoz létre. Lathato,



1, 2
hogy a kapott trapézok atlometszéspontjai is R-pontok (§ és 5) S6t, folytatva, akarhany 1épést hajtunk végre, minden

esetben azt tapasztaljuk, hogy az atlometszéspontok egyuttal R-pontok is (5. dbra).

Igaz-e, hogy minden el6all6 trapéz atlometszéspontja R-pont? Megforditva: Igaz-e, hogy az iterécié soran minden
R-pontot megkapunk? Azt szeretnénk tehat, hogy az egységnégyzetbdl szarmaztatott trapézok, illetve ezek atlomet-
széspontjai és az R-pontok kozott lényegében (azaz a (0, 1) és az (1, 1) pontoktdl eltekintve) kilesonosen egyértelmd
megfeleltetés legyen.
ban is érintett szamelméleti—algebrai ismereteinket hivjuk segitségiil. A fiiggvény hozzarendelési szabélya a raciondlis
szamok redukalt alakjat hasznalja. Még néhany észrevétel és egy teljes indukcids bizonyitassal egyszerten tisztazhato

a legtobb nyitva maradt kérdés. A kiindulo egységnégyzetet a 1 és az 1 R-pontok feszitik ki, amelynek atlometszés-

1 0 1 1 .
pontja az 3 Geometriai eljardsunkkal a (1, 1) parbol az E_t nyertiik. Irjuk le algebrai miivelettel a szerkesztést.

0 1
Erre bevezetjik a ® jelet, igy a 1 ® 1= 3 algebrai alakot 6ltotte a fenti szerkesztési lépés.

A fentiek alapjan a [0, 1] racionalis szamaira altalanosan is definidlhatjuk a kéztesképzésnek vagy medidnsképzésnek
nevezett miveletet. A geometriai szemléltetésbdl latszik, hogy a mivelet eredménye az ,,0sszeadandok” (operandusok)
kozé ékelsdik.

Definicié. Két racionalis szam koztesét redukalt alakjukbol nyerjiik (a fentiekhez hasonlé médon). Legyen adva

két redukalt alakt raciondlis szam az r = % és az s = g, ahol (a, b) =1, illetve (¢, d) =1 és b, d > 0. Ekkor legyen
_a_c¢ _ a+tc

Meg kell fogalmaznunk még egy fontos észrevételt: a trapézokat kifeszité R-pontpéarokat fel lehet ismerni csupan

algebrai alakjukbol. A kiindul6 néhany lépésben szerepld parokat vizsgédlva észrevehetjiik, hogy a fenti jelolésekkel élve,

a ¢
ha 3 < rk akkor ¢b — ad = 1.

1. Tétel. Ha az % és g raciondlis szamokra teljesiil, hogy ¢b — ad = 1, akkor a racionélis szamok redukalt alakdak.

a, a _c a_c¢, c
Koztesiiket vizsgalva az 7 és - ® —, illetve az - ® — és p parokra hasonléan igaz, hogy a megfelels keresztszorzatok

b d b d
kiilonbsége 1, azaz

(a+c)b—alb+d) =1 és cb+d)—(a+c)d=1.

Bizonyitas. A kiindul6 raciondlis szamok egyszerisitett alakban kell szerepeljenek, hiszen ellenkezé esetben az
1-nél nagyobb koz0s 0szt6 a cb — ad kifejezésnek is osztdja. De ¢b — ad = 1, aminek 1-nél nagyobb osztdja nem lehet.
Az allitas méasodik fele a zardjelek felbontésa és rendezés utan nyomban adddik.

(a+c)b—alb+d)=ab+cb—ab—ad=cb—ad=1,
cb+d)—(a+c)d=cb+cd—ad—cd=cb—ad=1.

€ koatesiik pedig kozéjiik

2. Tétel. Ha az < és < racionalis szamokra teljesiil, hogy ¢b — ad = 1, akkor % < 7

b d
a a ¢ ¢
¢kel6dik — <= =< -.
ékelsdi ,azazb<b®d<d
Bi t4 c a cb—ad 1
izonyitas. L a

o pozitiv, igy az allitas els6 felét belattuk. Ezutan az 4 < 4 ® ¢ < 2 egyenl6tlenséglanc az 1. tételbsl nyomban

b b d
adodik. ¢ ¢ ate
Az 1. tételbdl az is kovetkezik, hogy a fenti jelolésekkel az 7 ® i b d koztes is redukalt alaki racionélis
1
szam. Ennek megfeleléen R (% ® 2) =R (ZI;) = T d Vajon az egységnégyzetbdl kiindulé eljaras elGallitja-e

1 1
ugyanezt, vagyis a megfelel§ ( ) és (c ) grafpontok altal kifeszitett trapéz atlometszéspontja valoban az

a
o) ®\aa
a _c¢ 1
(z YT brd

3. Tétel. A koztesképzés mivelete megfelel az atlometszéspont megszerkesztésének, azaz a kovetkezs eljarasok
ekvivalensek:

0 1 1 1
a) A (I’ 1), (I’ 1) szamparokbol kiindulva, majd minden lépésben az (%, 5)’ illetve (2, E) parokhoz az

a+c 1 a c
— —— |-t deljik, ahol arok elsé el ire — < —, és kozéjuk es6 ionalis érték iteracioé 3 ¢
b d brd rendeljiik, ahol a parok els6 elemeire 5 7 és kozéjiik es6 raciondlis érték az iteracié soran még

nem fordult elé.

> pont lesz-e?



b) Az R-pountokat tartalmazé egységnégyzetbol kiindulva minden lépésben megszerkesztjiik az Gjonnan kapott
trapézok atlometszéspontjait. Minden pont els6 vetitGszakasza a trapéz alapjaival (az y tengellyel parhuzamos oldalak)
két tjabb trapézt feszit ki, amelyekre az eljaras ajboél alkalmazhatoé.

Bizonyitas. A tételt teljes indukcidval bizonyitjuk.
A kiindulo feltételeket az elvarasoknak megfelelGen parhuzamba lehet allitani. Az el6z6 tételek figyelembe vételével
mér csak azt kell igazolnunk, hogy a kozds indulas utdn ugyantugy haladunk tovabb.

0 1
Tegyiik fel, hogy az ekvivalencia — a kezdeti (I’ 1), illetve (? 1) parok és a kiindulo egységnégyzet megfelel-
. a 1Y) . c
tetése utédn az els6 (n — 1) lépésen keresztiil az (5’ E)’ illetve a (E,

é) szamparok és az A (%, R (%)), illetve

B ( 2, R ( 2)) R-pontok altal kifeszitett trapézok kozott megadhato. Vilagos, hogy ekkor az egyméasnak megfelels két
objektum:

a ¢ 1
koztesképzé itségével kapott | - ® —, ——
a) a koztesképuzés segitségével kapo (b ®d, b1 d
c 1 c 1

és az <% ® vk b—i——d)’ <E’ E) szamparokhoz jutunk.

b) masrészt, a szoban forgd trapéz atlometszéspontja (amelyet a négy csics vagy a trapéz alapjai egyértelmien
meghataroznak), amelynek felhasznalasaval a folytatashoz sziikséges 1j trapézokat nyeriink.

Belatjuk, hogy ha (n — 1) lépésen keresztiil egyértelmii a megfeleltetés az a) és a b) eljaras lépései kozott, akkor az
az n-edik lépésben ugyanilyen moédon folytathaté. Elég belatni, hogy a fentiekben targyalt feltételek mellett a trapéz
a+c 1
b+d b+d
igazolhatjuk a leggyorsabban.

o L a 1 a _c 1
) szampar, amelynek felhasznalasaval az (b’ b)’ (b ® FR— d)

atlometszéspontja a C ( ) pont lesz. Ezt a 6. dbra jeloléseit hasznalva koordinatageometriai eszkozokkel

1
Az AyB egyenes meredeksége — :

y (E—g):%:i:b,aBergyenesépedig%:(E—E):l:_—lz—d-AZ

d b bd b d b bd
egyenesek egyenlete igy

AoB: y=bx — a; ByA: y=—dzx+c.

A két egyenes C' metszéspontjara

a+c ) 1
és =—)
b+d Y= b+d

azaz valéban megkapjuk az % ® 2 R-pontot.

Végiil meg kell mutatnunk, hogy eljarasunk sordn minden R-pontot megkapunk. Ezt a nevezGkre vonatkoz6 teljes
indukcioval igazoljuk.

0 1
Ha ¢ = 1, akkor két R-pont van, 1 és T ezekkel kezdddik az eljards. Legyen most ¢ > 1, és tegyiik f6l, hogy
valamennyi ¢g-nal kisebb nevezgji R-pontot megkapunk. Megmutatjuk, hogy ha 0 < p < ¢q és (p, ¢) = 1, akkor a d
q
R-pontot is megkapjuk.
Mivel (p, q) = 1, azért a px = 1 (mod ¢) kongruencianak létezik olyan b megoldasa, amelyre 0 < b < ¢. Ekkor

-1 d+ 1
d = q — b valasztassal pd = —1 (mod ¢). Ha most b —aés P +
q

= ¢, akkor nyilvan

b
a+c:p7(+d):p és b+d=gq,

tovabba pb — aq = gc — pd = 1 miatt (a, b) = (¢, d) = 1, végiil

<

gia+c<f.
q d

a
b b+d

Megtalaltuk tehat a B—t szolgéltatd két tortet, ezek % és 2 Mindkét nevezs kisebb, mint g, igy az indukcios feltevést
alkalmazva a bizonyitas teljes.

A cikket néhany feladattal zérjuk:

1. Bizonyitsuk be, hogy a Riemann-fiiggvény periodikus!

1
2. A Riemann-fiiggvény [0, 1] periddusaban hany olyan z érték van, amelyre R(z) = — (adott n természetes szam
n
esetén)?

3. Hany olyan egyenes van a sikban, amelyre a Riemann-fliggvénynek végtelen sok grafpontja esik?



4. Mit lehet mondani R(x) differencidlhatosagarol?

5. A koztesképzésnek milyen miveleti tulajdonsagai vannak? (Pl. kommutativitas, asszociativités, disztributivitas
valamilyen méasik miiveletre nézve, idempotencia.)

6. Az iterativ eljaras soran n lépés utan mekkora az el6forduld legnagyobb nevezd?
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