I. kategoria: SzakkozépiskolakElss (iskolai) fordulé

1. Hatarozza meg a
22° 4+ 3zt —22° — 22 + 32+ 1

1
polinom szamértékét, ha — =1 — 22
T

2. A természetes szamok H részhalmazanak elemei a kovetkezs tulajdonsaggal rendelkeznek:
a)6€ H.

b) Ha x € H, akkor 3z € H.

¢) Ha (8x — 2862) € H, akkor z € H.

Bizonyitsa be, hogy 1998 € H!

3. Az ABCD hurnégyszog AC atloja a hurnégyszoghoz tartozo kor atmérgje. Bizonyitsa be, hogy a négyszog
szemkozti oldalainak a BD atléra esé merdleges vetiiletei egyenls hossziak!

4. A p valés paraméter mely értékei mellett van valos megoldésa a
. o
sin 3x - cos (§ — 4;10) +1

sin(%—?x) —cos(g—i—x)—i—p

=0

egyenletnek?
Szamitsa ki az egyenlet gyokeit!

5. Bergengociaban a hivatalos fizetGeszkoz a petak. A 10, 15 és 20 petakos érmék eziistbdl, az 1, 2 és 3 petakos érmék
rézbdl késziiltek. A palyaudvaron talalhaté automata pénzvalto a kovetkezdképpen tudja felvaltani az eziistérméket:

20=15+2+2+115=10+2+2+110=3+3+2+2

Pistanak kizarélag eziistérmékben 125 petékja volt, és valamennyi eziistpénzét rézre valtotta fel. Jancsi, miutdn meg-
szamolta, hogy Pistanak mely rézérmékbdl hany darabja lett a valtads utan, kijelentette: ,Most egyértelmiien meg
tudom mondani, hogy milyen eziistérméid voltak.”

Milyen kovetkeztetéssel tudta Jancsi egyértelmtien megallapitani, hogy Pistanak a valtas el6tt milyen eziistérméi
voltak? (Megjegyezziik, hogy Jancsi Pista eziistérméirsl csupan annyit tudott, hogy Osszes pénze a valtas el6tt a 20,
15 és 10 petakosok koziil keriilt ki.)

6. A valos szamok halmazan értelmezett « — f(x) fliggvényrdl a kovetkezbket tudjuk:
flx—2)+2f(—2) =2+ 1.

Hatéarozza meg az f(x) fliggvény szélsGértékének helyét és nagysagat!

Masodik fordulé

1. Legyen A egy legalabb kétjegyt (tizes szamrendszerbeli) egész szam. Tekintsiik azt a B szamot, amely ugy kelet-
kezik, hogy az A szam szamjegyeit forditott sorrendben irjuk le. Bizonyitsa be, hogy ha A elsd és utolso szamjegyeinek
kiilonbsége paros szam, akkor |A — B| oszthato 18-cal!

2. Az ABC derékszogl haromszog AC és BC' befogdi folé kifelé megrajzoljuk az ACDE és a BFGC négyzeteket.
Az AF egyenes a BC oldalt K pontban, a BE egyenes az AC oldalt H pontban metszi. Jeloljiikk a BE és az AF
egyenesek kozos pontjat M-mel. Bizonyitsa be, hogy a KCHM négyszog teriilete az AM B haromszog teriiletével
egyenld!

3. Oldja meg a valos szamok halmazén a kovetkezs egyenletet!

2
[log(y71)(2 = 1) +log, 1y (VE—1)2 +5] =

— 4 [log( z_1 (@ — 1) + 2} [1og(w_1)(\/5 ~1)2+3].

4. Az ABC haromszogben az ACB< = 60°, a CAB< szogfelezGje a BC oldalt a D pontban, az ABC< felezGje
az AC oldalt az E pontban metszi. Az AD és a BE szakaszok metszéspontja O. Bizonyitsa be, hogy

CD + CE = COV3.



5. Az ABCD téglalap oldalai: AB = CD = 5a, BC = DA = 3a hosszusagtak (a € R"). Az oldalakra ugyanazon
koriiljarasi iranyban felmérjiik az
Tr = AA1 = BBl = COl = DD1
szakaszokat ugy, hogy az A, B1C1D; paralelogramma a téglalap belsejében legyen.
Hatarozza meg azon x értéket, amely mellett a beirt A; B;Cy D1 paralelogramma hegyesszoge a legkisebb! Szamitsa
ki ezt a legkisebb szoget!

Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Hatarozza meg azokat a k és m egész szamokat, amelyekre teljesiil a kovetkezs egyenlet:

E24+m2+k+m+4VEk2 —2km+m+ 11 +4vVm2 — 2km + k + 19 = 4km — 30.

2. Az ABC szabélyos haromszog AB oldalan jeloljiink ki egy P bels6 pontot. Ezutan rajzoljunk az AP és a BP
szakaszok folé kifelé egy-egy szabalyos APQ és BPR haromszoget. Az ABC haromszog sulypontjat jeloljiik Sp-gyel,
az APQ haromszog silypontjat Se-vel, a BP R haromszog silypontjat Ss-mal.

Hogyan valaszthato meg a P pont, ha azt akarjuk, hogy az 515253 haromszog teriilete ) minimaélis, b) maximalis
legyen?

3. a) Igazolja, hogy a p valos paraméter barmely értékénél a
22% —10pz+Tp—1=0

egyenletnek két kiilonboz6 valds gyoke van.
b) A p értékétdl fliggben hany gyoke van az egyenletnek a | — 1; 1] intervallumban?

IT. kategoria: Nem specialis tantervi gimnaziumokElsé (iskolai) fordulé

1. Mely természetes n szam esetén teljesiil, hogy

logy 3 - logz 4 -log, 5« -+ - log, (n+1) =107

2. Az xg, z1, x2, ... sorozatban zy = a, x1 = b adott pozitiv szamok, és a sorozat tovabbi tagjainak képzési

szabélya:
1
PR & & U S T AT
T,

Fejezziik ki x199g értékét a és b segitségével!

3. Hatarozzuk meg a derékszogi koordinatarendszer sikjaban azoknak a pontoknak a halmazat, amelyekre igaz,
hogy létezik olyan téglalap, amelynek a keriilete a pont elsé koordinatajaval, teriilete pedig a pont mésodik koordiné-
tajaval egyenld!

4. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:

w2y +3:=2 (Vo T+ 2y—1+v32—1).

5. Az ABC derékszdgt haromszog hozzairt koreinek (kiilss érints koreinek) a kdzéppontjai A’ B, C”. Bizonyitsuk
be, hogy az A’B’'C’ haromszog teriilete legalabb (v/8 4 2)-szerese az ABC haromszdg teriiletének!

Masodik fordulé

1. Felirtunk a tablara n db valos szamot (n > 5); ezek a kovetkezs tulajdonsagokkal rendelkeznek:

a) a szamok kozott nincs a 0, de ott van az 1999;

b) a felirt szamok koziil barmely négy (megfelels sorrendben véve) egy mértani sorozat egymas utani négy tagja.
Adjuk meg a felirt szamokat!

2. Egy derékszogl haromszogbe kétféle modon is beirtunk egy négyzetet: az elsG esetben a négyzet két oldala
egy-egy befogon van, egy csicsa pedig az atfogon; a masodik esetben a négyzet oldala az atfogdn van, egy-egy csiicsa



pedig egy-egy befogén. Az els6 esetben a négyzet teriilete 441, a masodikban 440 teriiletegység. Mekkora a befogok
Osszege?

3. Egy szabalyos négyoldali gula beirt gémbjének a kozéppontja, valamint élérinté gombjének a kozéppontja
egyenld tavol van a gula alapsikjatol. Mekkora a guila térfogata, ha alapélének a hossza 27 (Az élérinté gomb a gula
minden élét az él bels6 pontjaban érinti, a beirt gémb pedig minden lapot bels§ pontban érint.)

4. Tekintsiik azokat a pozitiv egészekbdl allo (x, y) parokat, amelyek kielégitik az
z? —y? =107-30%"

egyenletet (n pozitiv egész).
a) Hatarozzuk meg az egyenletet kielégits (z, y) parok szamat n fiiggvényeként.
b) Bizonyitsuk be, hogy ezeknek a paroknak a szdma nem lehet négyzetszam.

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Oldjuk meg az 1-nél nem nagyobb pozitiv szdmok halmazan a kdvetkezs egyenletet:

T Y z 3

+ + = :
l4+y+zx 14+z+2y 14+z24+yz zx4+y+z

2. Legfeljebb mekkora lehet annak a tetraédernek a térfogata, amelynek az élfelezé pontjai egy egységsugara
gémbon helyezkednek el?

2

3. Egy n? x n’-es sakktabla mez6ire pozitiv egész szamokat irunk gy, hogy két szomszédos mezén 1évé szam

kiilonbségének az abszolit értéke nem nagyobb n-nél. Bizonyitsuk be, hogy legalabb 5} + 1 szdmu mezén ugyanaz a

szam all. ([g} az g egészrészét jeloli; két mezd szomszédos, ha van kozos oldaluk.)

III. kategoéria: Specialis matematika tantervid gimnaziumok Elsé fordulo

1. Valamikor a huszadik szadzadban a 99 évnél nem idGsebb és kiilonboz6 kord Alexander és Bernat mindketten éppen
annyi id6sek voltak, mint amennyi a sziiletési évszamukban a szamjegyek Osszege. Hany év kozottiik a korkiilonbség?

2. Az ABC haromszog AB oldalanak egy belsd pontja a D pont. Az AC'D haromszogbe és a C DB haromszogbe irt
korok egymast a CD szakaszon érintik. Bizonyitsuk be, hogy az ABC héaromszogbe irt kor az AB oldalt a D pontban
érinti.

3. Egy szabalyos négyoldala gula kéré irhato gomb sugara R. A gula oldallapjainak (6sszesen négy darab) sikjat,
valamint a gula koriilirt gémbjét beliilr6l érinté gomb sugara o. Mekkora szoget zar be a gula két szomszédos oldallapja,

R 1+V2

ha — =
ag 2

4. Van-e olyan P(z) egész egyiitthatos polinom, amelyre P(10) = 400, P(14) = 440 és P(18) = 5207

?

5. Az a, b, ¢ pozitiv szamokra és az n > 2 egészre a” + b" = ¢". Mely k pozitiv egészekre szerkeszthets az a®, b,
¢* oldalakkal tompasz6gt haromszog?

Masodik (dénts) forduld

1. Legyen n > 1 tetsz6leges, és jeloljik k-val az n-nél nem nagyobb (pozitiv) primek szamat. Tekintsiink k& + 1
darab olyan pozitiv egészt, amelyek koziil egyik sem osztdja az Osszes tobbi szorzatdnak. Bizonyitsuk be, hogy a k + 1
pozitiv egész kozott van olyan, amely nagyobb, mint n.

2. Az ' — 22 + ax + b polinomnak négy kiilonbozé gydke van a valos szamok korében. Bizonyitsuk be, hogy
mindegyik gydk abszolut értéke kisebb, mint V3.

3. Tegyiik fel, hogy egy konvex soksz6g minden oldala egész szam és a keriilete paratlan szam. Bizonyitsuk be,

3
hogy a sokszog teriilete legalabb o



