A szamelmélet egyik klasszikus eredménye, hogy minden 4k + 1 alaka prim felirhat6 két négyzetszam Gsszegeként.
Fermat tisztazta elGszor, hogy altaldban milyen szdmokra létezik ilyen felbontéas, és a megoldas igazan nehéz része
éppen az, hogy a 4k + 1 alaku primeknek megvan ez a tulajdonsaga. Az eltelt 350 évben szamos bizonyitéas sziiletett
erre a tételre, ketts példaul megtalalhatd Erdds—Surdnyi: Valogatott fejezetek a szamelméletbsl (Polygon Koényvtar —
Szeged, 1996) cimi konyvében.

Az alabbi, valéban meghtkkentd bizonyitas még nincs 10 éves, 1990-ben kozolte Don Zagier amerikai matematikus.
A bizonyitas meglehetGsen szokatlan kornyezetbe helyezi az allitast, sokdig nem vilagos, miért keriil sor az egyes
lépésekre, majd a végkifejletben valéban dramai gyorsasaggal fény deriil a bizonyitds alapeszméjére, és minden a
helyére keriil.

Legyen tehat p = 4k + 1 prim, és tekintsiik a kovetkez6 halmazt:

S ={(z, y, 2) e N*: 2% + 4yz = p}.

Az S nyilvan véges halmaz, egy feliilet bizonyos egész koordinat4ju pontjai alkotjak.

A bizonyitas célja annak igazoldsa, hogy az S halmaz elemszama pdratlan; az allitds ebbdl méar kévetkezik. Aki
akar, toprenghet azon, hogy miért, mikézben az S halmaz vizsgalatat koveti.

Az els6 mély észrevétel az, hogy az S halmazt két sik, egyenletiik x = y — z és = 2y, harom részre osztja. Ez a
felbontés valahogy jobban mutatja az S szerkezetét. Ezek a részek:

Si={(z,y,2)eS: z<y—z}Se={(x,y, 2)€S: y—z<ax<2y}Ss={(z, y, 2) €S: 2y <z}

Ahhoz, hogy valoban az S felbontast kapjuk, sziikséges, hogy a sikok ne tartalmazzanak S-beli pontot. Ha x = y — z,
akkor p = (y+2)?, ha pedig z = 2y, akkor p = 4y(y + z) kovetkezik, de egyik eset sem lehetséges, hiszen a p primszam.
Az 1. tdbldzatban lathato az S1, So, S3 felbontés, ha p = 41.

S1 | SQ | S’S
1,5,2) | (1, 1L, 10) | (5, 2,2
(1,10,1) | (1,2, 5) | (3, 1,8)
(3,8 1) | (324 | (51,4

| (3,4,2) |
| (41 |

1. tabldzat

Ami a példan latszik, altalaban is igaz: S7 és S3 elemszama egyenld, So elemszama pedig paratlan. Ennek igazola-
sdhoz Zagier egy leképezést ad meg az S halmazon az alabbiak szerint:

f:S1—>SS ('rvya Z)’_)(I+2Zazvy_$_z)82—>82 (Iaya Z)H(29—$ay,$—y+2’)53—>31 (357%2)’—*(513—2

Ko6nnyt ellen6rizni — ha maga a leképezés mar megvan —, hogy az Si-en és az Ss-on definialt részek koleséndsen
egyértelmiek és egymas inverzei, az Se-n definidlt rész pedig ugyancsak kolcsondsen egyértelmd, és egyenlé 6nmaga
inverzével. Igy f az Si-et Ss-ra, az Ss-at Sy-re, az So-t pedig 6nmagara képezi le kolesonosen egyértelmien.

A 2. tabldzatban ez a leképezés lathatd a p = 41 esetben.

S1 S3 So
(1, 5, 2) (5, 2, 2) (1, 1, 10)
(1, 10, 1) (3, 1, 8) (1, 2, 5)
(3,8, 1) (5, 1, 4) (3, 2, 4)

(3, 4, 2)
(5,4, 1)

2. tdabldzat

Az f tehat folcseréli az S és S3 elemeit, So-t pedig fixen tartja. S1 és S3 ezért egyenls elemszamu, igy ahhoz,
hogy S-ben péaratlan sok elem legyen, Ss-nek kell paratlan elemszamunak lennie. Ez csak tgy lehetséges, ha az f altal
létesitett parositasban van — mégpedig paratlan sok — egyenls elemt par. A 2. tdbldzatban ez az (1, 1, 10)—(1, 1, 10),
amelyre tehat f(1, 1, 10) = (1, 1, 10); az f leképezés fizpontja. Vizsgaljuk ezért altalaban f fixpontjait. Ilyet csak
So-ben talalhatunk, hiszen f folcseréli S és Ss elemeit.

Mivel Se-ben f(z, y, z) = 2y —z, y, x —y + z) alaku, f(z, y, 2) = (x, y, z) pontosan akkor teljesiil, ha x = y.
Az S halmaz pontjain ez a megszoritas azt jelenti, hogy

22 +4zz = p,

azaz x(x + 4z) = p. Innen = 1 — hiszen a p prim — és ezért z = p—, ami most egész szam, hiszen a p 4k + 1

4
paratlan sok eleme van, hiszen f e pont kivételével parokba rendezi az S elemeit.

-1
alaku. Az f leképezésnek tehat egyetlen fixpontja van, az <1, 1, p—>, ebbdl pedig kdvetkezik, hogy az S halmaznak



Nem valészint, hogy aki eddig kovette ezt a lényegében analitikus—kombinatorikus geometriai gondolatmenetet,
kozelebb érzi a bizonyitandoé allitast. Pedig az most mér karnytjtasnyira van.

Tekintsiik ugyanis ezutan a kovetkezs, sokkal egyszertibb leképezést: g : S — S, g(z, y, 2) = (z, 2z, y).

A g tehat folcseréli az S-beli elemek mésodik két koordinatajat. Mivel az S erre a transzforméciora szimmetrikus,
a g is kolesonosen egyértelmien képezi le az S halmazt onmagara, és egyenls a sajat inverzével. Mivel pedig S-nek
paratlan sok eleme van, a g altal létesitett parok sem allhatnak valamennyien kiilonb6z6 elemekbdl,

a g leképezésnek is van fixpontja.

Van tehét olyan S-beli s elem, amelyre g(s) = s, azaz

(Ia 2, y) = (‘Tv Y, Z)a

az s ezért (z, y, y) alaka.
Minden Gsszeér, hiszen az S definicidja szerint erre az elemre

a? +4y® = p,

éppen az z2 + (2y)? alaku felbontas. A 2. tdbldzatban ez az Ss-beli (5, 2, 2), és igy kapjuk az 5% + 4% = 41 alakot.
A bizonyitas itt véget ér, az Olvasé pedig elmélkedhet a gondolatmenet erején és elegancijan, de a részleteken is.
A fenti bizonyitas nem konstruktiv, nem ad moddszert arra, hogy miképpen bonthaté ol egy primszam. Latszolag
tobbet is kiad: a fentiekbdl egészen pontosan annyi kovetkezik, hogy a g-nek paratlan sok fixpontja van, azaz a p
elgallitasainak szama péaratlan.
Pataki Janos
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A kdvetkezdkben egy bizonyitdst kozlink arra, hogy ez az elddllitds egyértelmd.



