A szeptemberi szamban ko6z6lt beszamolo utdn most a feladatok megoldasa kovetkezik lényegében ugy, ahogy
azt a szerz6k, a magyar csapat tagjai a versenyt kdvetSen leirtak. Eziton gratuldlunk eredményiikhoz, és egyuttal
megkoszonjiik kozremiikddésiiket e cikk elkészitésében.

A szerk.

1. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, legaldbb hdrom pontot tartalmazd sikbeli véges S ponthalmazt, amire az aldbbi
feltétel teljesiil:

S barmely két kilonbozd A, B pontjdira az AB szakasz felezdmerdlegese szimmetriatengelye az S halmaznak.

Megoldas. Legyen S egy ilyen ponthalmaz. Ekkor legyen az S-ben 1évs pontok silypontja P, és e egy tetszle-
ges szimmetriatengely. Ha e-re tiikrozziik az S ponthalmazt, akkor ugyanehhez a ponthalmazhoz jutunk, tehat ha a
silypontjat tiikrozziik e-re, akkor 6nmagaba megy at. Ez azt jelenti, hogy P sziikségképpen rajta van az e szimmet-
riatengelyen, azaz a szimmetriatengelyek mind egy ponton mennek at.

Az S halmaz tetszéleges két A, B pontja egyenls tavolsagra van P-t6l, mert P a felezd merdlegesiikon van. Tehat
S pontjai mind ugyanakkora tavolsagra vannak P-t6l, azaz egy P koriili korén vannak.

Tegyiik fel, hogy A, B, C harom S-beli egyméas melletti pont a kéron — azaz a B-t tartalmazd AC iven a B-n kiviil
nincs méas S-beli pont —, amelyekre APB< < BPC<. Ekkor legyen az AC iv felez6pontja F'. Feltevésiink miatt B az
AF iven fog elhelyezkedni, tehat ha az AC szakasz felez6 merdlegesére tiikrozziik (ez éppen a PF egyenes), a tiikorkép
az F'C iven lesz, nevezziik B'-nek. Az AC szakasz felez6 merdlegese szimmetriatengelye S-nek, tehat B’ sziikségképpen
benne van az S ponthalmazban. Ez viszont ellentmond azon feltevésiinknek, hogy A, B, C harom egymas melletti pont
a kordn, mivel B’ az FC iven van. Tehat APB< = BPC< tetszleges egyméas melletti pontokra, azaz a szomszédos
pontokat 6sszek6ts ivek hossza egyenls, az S pontjai egy szabalyos sokszog csicsal.

Megmutatjuk, hogy a szabalyos n-szogek eleget is tesznek a feladat feltételeinek.

2
Két egymas melletti @ és R pontra QPR< = —W, és két tetszGleges cstcspont és a kozéppont altal meghatarozott
n
sz0g ennek egész szadmszorosa.
Az A, B, C pontok legyenek S tetsz6leges pontjai. Legyen

3?3 , APC<I:€-360 .

APB<g =k-

Ekkor AB felezémerélegesére tiikrozve C-t, C'-hdz jutunk,

BPC'q«=APC<«=1/¢- 360 )
n

[e]

Tehat C’ szintén pontja a szabélyos n-szdgnek, mert a BPC’'< tobbszorose, és B pontja a szabalyos n-szognek.

n
Tehat az AB szakasz felez6mer6legesére szimmetrikus lesz a szabalyos n-szog.
Tehat ezek az S ponthalmazok éppen a szabalyos n-szgek csticspontjai, ahol n > 3.
Devecsery Andrds megoldésa

2. Legyen n egy adott egész szam, amire n > 2.

(a) Hatdrozzuk meg a legkisebb olyan C konstanst, amire a

Z xixj(xf—l—x?)SC( Z azi)4

1<i<j<n 1<i<n
egyenldtlenség minden x1, ..., x, > 0 valds szam esetén teljesiil.
(b) Hatdrozzuk meg, hogy ezen C' konstans mellett mikor dll fenn egyenldség.
Megoldas. Ha z; = 0 minden i-re, akkor az egyenlétlenség 0 < C'-0, ami minden C mellett teljesiil, s6t egyenl&ség

all fenn. C' meghatarozasa szempontjabol tehat a Z x; > 0 eset a lényeges, ezt vizsgaljuk tovabb. Osszuk el az

1<i<n
4

egyenl6tlenség mindkét oldalat a pozitiv Z x; | szdmmal:

1<i<n
2 2
xX; Zj €Ty X4
3 - ] | <
v > xk > Tk > Tk > Tk a
Isi<gsn | Sty 1<k<n 1<k<n 1<h<n
Legyen a; = ————, igy Z a; =16s0<a; <1. Az egyenlStlenség 0j alakja:
> Tk

1<i<n



Becsiiljitk most meg a bal oldal a? + a? tényezdit feliilrél Z ai-tel:

1<k<n
2, 2 2 2
E aiaj(a; +aj) < g a;a; g ay = g ay E a;a;
1<i<j<n 1<i<j<n 1<k<n 1<k<n 1<i<j<n
A maésodik tényez6t ki tudjuk fejezni, mivel
2
E - 2
a, | = E ap, +2 E a;a;,
1<k<n 1<k<n 1<i<j<n

tehat Z ar = 1 alapjan
1<k<n

1<k<n
E a;a; = 72
1<i<j<n

Legyen M = Z az, igy
1<k<n

1-M M-M? 1
Z aa;(a; +a3) <M 5 = 5 =3

1<i<j<n

ool =

mert (2M — 1)% > 0.
1
g—dal az allitas tehat igaz. Kimutatjuk, hogy ez mar éles is, tehat C' = 3 Megnézziik, mikor allhat itt egyenlGség.

Pontosan akkor, ha

1
(2M —1)? =0, azaz M = 3 valamint
aia;(ai + a?) = a;a; M minden ¢ # j parra.
Ha lenne harom pozitiv a szdm: a;, a;, ar > 0, akkor a mésodik feltétel sériilne, hiszen

aiaj(af + af) < aiaj(af + a? +a2) < a;a; M.

1 1
Tehat két szdm, a; és a; kivételével a tobbi a szam nulla. Tehat Z ar = 1 miatt a; +a; =1 és a? + a? = 3 M = 3
1<k<n
miatt. ] 1 1
Azaz a? + (1 —a?) = 3 vagyis 4a? — 4a; +2 = 1, tehat (2a; — 1)? = 0, tehat a; = 3 amibdl a; = 3
1 1
Ekkor radadésul a bal oldal értéke éppen 3’ tehat C' = 3
1
Ha a; = a; = o akkor z, = 0, ha k # 4, j és ; = x; > 0. Azonban z; = 0, ¢ = 1, 2, ..., n is egyenl6séget

eredményez, a (b) részre tehat a vélasz:
Egyenl6ség akkor és csak akkor all, ha az x-ek koziil n — 2 darab 0-val egyenls, a maradék ketté pedig egymaéssal
egyenld.
Lukdcs Ldszlo megoldasa

3. Tekintsiink eqy n X n-es négyzet alaki tdblat, ahol n régzitett pdros pozitiv egész. A tabla n® egységnégyzetre van
felosztva. Azt mondjuk, hogy a tdbla két kilénbézd négyzete szomszédos, ha van eqy kézos oldaluk.
A tabldn N egységnégyzet meg van jelélve olymddon, hogy minden négyzet (jelolt, vagy nem jelélt) szomszédos legaldbb
eqy jelolt négyzettel.
Hatdrozzuk meg N lehetséges legkisebb értékeét.

Megoldas. Osszuk be a négyzetet keretekre az dbra szerint, és kiviilrél kezdve szinezziink minden masodik keretet
feketére. A tdblan minden mezd pontosan két feketével szomszédos, tehat méar ahhoz is meg kell jelolniink a fekete
mezbknek legalabb a felét, ha csak annyit akarunk, hogy minden fekete mezének legyen megjelolt szomszédja. IV tehét
legalabb ezek szaménak fele. Szamoljuk ezt 6ssze abban az esetben, amikor n 4-gyel is oszthato, illetve ha 4-gyel nem
oszthato (az Abran a szinezés az a) esetnek megfeleld).

n n—4 n 1
Popel— 2.0 2| = -
{4 0 2} 2)

1 4
s g 12+(16+12)+~-~+<n—16+12)} -

- [3n+n(n—4)]_n2—|—2n

1 1
2 2 2 4 7



1 n—2 1 n+2 n—2 n+2 1 1 n? n2 + 27

Ezt az értéket viszont el is érhetjiik, csak a fekete kereten beliil jelolve ki mezSket az aldbbi médon: a fekete keretek
bal als6 sarkabol indulva két szomszédos mez6t kijeloliink, majd kett6t nem, majd kett6t megint igen stb., mindig

mezSt. A fekete

a keret mentén lépegetve. Igy nyilvan minden keret felét jeloljiik ki, igy nyilvan Osszesen
keretek mezGinek nyilvan lesz jelolt szomszédja, a fehér keretek mez6i mellett pedig van valamelyik szomszédos fekete
kereten jelolt mezd, hiszen ezek koziil a belss jelolését pontosan kettével ,feljebb” kezdtiik el, igy a két keret jelolt
mez6i valtogatjak egymast.

2
2
N lehetséges legkisebb értéke tehéat nt n' A jelolést pl. n = 2, 4, 6, 8-ra az dbra mutatja.

Kiss Gergely és Keszegh Baldzd1K eszegh Baldzs, a budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Gimnazium tanuléja, a
szlovéak csapat tagjaként vett részt a versenyen. megoldasa alapjan

242 1 242n—3
Megjegyzés. n = 4k + 1-re %, n =4k + 3-ra n—i—+ mezGt kell kijelolni. Ennek bizonyitasat itt nem
koziiljik.
4. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, pozitiv egészekbdl dllé (n, p) pdrt, hogy p prim, n < 2p, és (p—1)" +1 oszthato
nP~_gyel.

Megoldas. Foltehets, hogy n > 1, hiszen n = 1 tetszbleges p primmel megoldas. Legyen ¢ az n legkisebb prim-
osztoja, azaz n = ¢% - m, ahol ¢ |/ m. ¢ véalasztasabol latszik, hogy (¢, m) = 1, és az is, hogy az m paratlan. Ekkor
gln|(p-1)"+1, azaz

(p—1)9""=-1 (mod q).

A kis Fermat-tétel szerint (p — 1)? = p — 1 (mod ¢). Ennek ismételt alkalmazasaval
p—1"=@@-1D" (modgq), ésigy(p—1)"=-1 (modq).(1)

Ebbdl az is kovetkezik, hogy (g, p — 1) = 1, tehét ismét felhasznalva a kis Fermat-tételt

(2) (p—1)""'=1 (mod q).
(1)-et négyzetre emelve
(3) (p—1* =1 (modq)

Ha d jeloli g — 1 és 2m legnagyobb kozos osztojat, akkor az euklideszi algoritmus felhasznalasaval (2)-bol és (3)-bol
(p— 1) =1 (mod q) kovetkezik.

A d meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy ¢ valasztasa szerint az m minden primosztoja nagyobb ¢-nal, igy (¢ —
nek és m-nek nincs kdzos primosztoja. Igy d = (¢ — 1, 2m) vagy 1, vagy pedig 2. Igy mindenképpen (p — 1)

1 (mod q).

Ez pontosan akkor teljesiil, ha p — 1 =1 (mod ¢), vagy pedig p — 1 = —1 (mod q).

Az els6 esetben (1)-bél (p —1)™ =1 = —1 (mod q), azaz ¢ = 2 és igy p = 2 (mod ¢) miatt p = 2. Ekkor a
feltételbsl n = 2 kovetkezik, és igy a p = 2, n = 2 megoldast kapjuk.

A masodik esetben p — 1 = —1 (mod q), azaz q | p, és igy ¢ = p > 2, n = p® - m, a feltételbsl pedig

(4) PP (-1 +1

1)-

kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy p kitevsje (p — 1)" 4+ 1 primtényez6s felbontasdban pontosan a + 1. Ebbdl aztén (4) szerint
alp—1)<a+1,azaz a- (p— 2) <1, tehat o =1 és p = 3 adodik.

14 (p—1)" a binomialis tétel szerint (az n paratlan):

1+i<—1>”k<k>p _1;1+( >p+z ()p

k=0

Az Gsszeg els6 tagja (711) p = p**' . m, és tudjuk, hogy p |/ m. Azt allitjuk, hogy a tovabbi tagok valamennyien
oszthatok p*2-vel, és igy 1+ (p—1)" = p*™ (m + p- K) alakq, és igy a masodik tényez6 valoban nem oszthato p-vel.
Legyen tehat k > 2, és tekintsiik a k-adik tagot (n = p™ - m):

n\ g nfn=1\ . p*F.min-1
)P T\ k-1 P T T \ke—1)

1x



Ha p > 3 és k > 2, akkor p*~! > k (ez k-ra vonatkozo indukcioval nyilvanvalo), és igy a p primszam kitevGje a k
n—1
k—1
azért ez a kitevs valoban legalabb oo + k — (k — 2) = o + 2.

A masodik esetben tehat arra jutottunk, hogy a p primszam csak 3 lehet, a feltétel pedig igy

nevezében legfeljebb k — 2. Mivel a p®** . m . szorzatban csak a k-val valo osztas csokkentheti a p kitevdjét,

n?| 2" + 1.

Ismeretes, hogy ez csak az n = 1 és n = 3 esetben teljesiil. Ez volt az 1990. évi pekingi Matematikai Didkolimpia 3.
feladata. Megoldasa megtalalhaté Reiman Istvdn: Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiak 1959-1994 (Typotex Kiado,
Budapest, 1997) cim konyvének 442-444. oldalan.

Megjegyzés. Az n < 2p feltétel felhasznalasaval természetesen nincs sziikség erre a hivatkozasra.
Zabradi Gergely megoldasa

5. ATy és 'y kérok a T kér belsejében vannak és érintik a T kért a killonbézd M, ill. N pontokban.

'y atmegy a Ty kor kozéppontjan. A Ty és T'y korok két metszéspontjan dtmend egyenes a I’ kort az A és B
pontokban metszi. Az M A és M B egyenesek I'1-et a C, ill. D pontokban metszik.

Bizonyitsuk be, hogy CD érintdje a I's kirnek.

Megoldas. Elgszor meghatéarozzuk az O pont AB-t6l mért d tavolsagat (a tavolsagok végig elGjelesek). Invertaljunk

a 'y korre. I'y kor képe egyenes, mert dtmegy az Os ponton; ezen az egyenesen vannak I'y és 'y kézos pontjai, igy

I'y képe az AB egyenes. T képe érinti I'y, ill. Ty képét, tehat az AB egyenest és a 'y kort; AB-t M képében, M'-ben

érinti (M’ az OoM és AB metszéspontja), Ta-t N-ben (N képe dnmaga), tehat I” kdzéppontja, T az ON egyenes
R3 2RR,

metszéspontja az AB-re M'-ben allitott merdlegessel. A I’ kér atmérdje, 2R’ = Ry + SRR, ~ 2RI, (ha N
R2
atellenes pontja I'-n U, I'-n U’, akkor az Gj atmérs hossza NOs + OU’ = Ry + 5 2U)
2
RR
Tehat T tavolsaga AB-t6l 2]%7_2}32

R2
O, tavolsaga az inverzid miatt AB-t6l ﬁ (ugyanis az O2-b6l AB-re bocsatott merdleges talppontja a I'y kor
1

Os-vel 4tellenes pontjanak képe lesz.)

2RR>

- RRy;— R3 Ry(R—- R») 2R(R — R»)
OoT = Ry — 2112 — 2 = 00y = R — RyOT = =1~ 2/
g 22 2R — R, 2R— Ry  ° ? 2R— Ry
tehat
5\ 0T Ry Ca— 00; 2R—- Ry
~ OT 2R - or 2R
Ezekbdl lathato, hogy ha O tavolsdga AB-t6l d, akkor Os tavolsdga AB-t6l
R2
Ad+(1=X)-TM = 2.
+(1 =X 2R,
Tehat
1R} 1-X RRy RRQ_R_R(RQ_Rl)

T 2R, A 2R-R, Ry Ry
Ebbdl kiszamolhatjuk O; tavolsagat C D-t6l. I'; kézéppontosan hasonld I'-hoz. A hasonlosag kozéppontja M, aranya

R
fl. A T-t T';1-be vivs hasonlosag O-t O1-be, AB-t CD-be viszi, tehat O és C'D tavolsaga

R
dy = d =Ry~ Ry,

ez éppen az igazolandd, mert igy Oo tavolsaga CD-t6l di + Ry (AB || CD miatt), ami nem mas, mint Ry. Ezzel a
bizonyitast befejeztiik.
Gyenes Zoltan megoldésa

6. Hatdarozzuk meg az dsszes olyan f: R — R fiigguényt, amelyre

fla—=fW) =)+ fly) + flz) -1

teljestil minden x, y € R esetén.

Megoldas. x helyére f(y)-t helyettesitve és a k = f (0) jelolést hasznalva:

FO0) =7 () + G+ F (@)~ 17 () = 5 (k41 - (F0)?)



Ezt beirva az eredeti feltételbe:

f@=fw) =5 (k=1- (D) +of@) + /@),

1

2
22

Legyen g(z) = f(z) + 5 Ekkor

Tr — 2 $2 xr — 2
g~ fw) = £ e )+ CTI o Gy )?) e + o) - S+ CTIIE g0 ) = ap) 4t

Elsszor belatjuk, hogy k& = 1. Mivel az azonosan 0 fiiggvény nem megoldas, létezik olyan y € R, amelyre f(y) # 0, igy
1
r = ——-t helyettesithetiink az eredeti képletbe:

f)
fla=fW) =)+ f@), azaz  f(a) = f(0) + f(c)
alaku egyenl&séget kapunk.
kE—1 B k-1

gz = fla)) =g(@) + ——,  g((z = f(0) = f(c) = gz = f(b)) + —5— =g(z) + k — L.

k-1
E kett6 egyenl6ségébdl k — 1 = —5 ) azaz k =1 kovetkezik.
Ekkor viszont g (z — f(y)) = g(z), tehat f(x) minden z-re periddusa g-nek. Masrészt f(0) = k = 1, ebbdl

FO)=FO) =50+ 1-1) =
tehat % fliggvényérték, és igy g-nek periédusa. De
Fle=1)=f (o= FO) = F(FO) +2fO) + @) ~1 = 5 +a+ f@) ~1= flax) 5 +a

is fliggvényérték, tehat g-nek peridédusa.
1 1

Azt kaptuk, hogy g-nek periodusa f(x), f(z—1) és 2 tehat ugyancsak periodus az f(z) — f(x —1) + 3 ami pedig
éppen z.

Tehat g minden szadm szerint periodikus és csak igy konstans lehet.

02 2
g(0) = f(0) + 5 = 1, tehéat g(z) = 1, amibdl f(z) =1 — %
Behelyettesitéssel meggy&zdhetiink rola, hogy ez valoban megoldas is.
Terpai Tamds megoldéasa
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