1. Tudjuk, hogy tg a+ tg(m — a) = 0. Ezért a = 0, mert parosithatjuk a tagokat, az els6t az utolsdval, a masodikat
az o0todikkel, a harmadikat pedig a negyedikkel.
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Vagyis n = 3 esetén lesz az a, b és c3 egy szamtani sorozat harom egymast kdvets tagja.

2. Az egyenlet diszkriminansa: D = 36(a + b)? — 20(a + b)? = 16(a + b)?. Lathato, hogy minden esetben van gyok,
6(a+b)t4(a+D)

ezek a megoldoképlet segitségével: x1, o = 0 ,amib6l ©; = a+0b, T2 = i. Mivel a feladat szovege
szerint 1 < a+ b < 5, ezért 1 < z1, 0,2 < z2 < 1, az egyenlet egyik gydke valéban 0-nal nagyobb, de 1-nél kisebb, a
mésik gyoke pedig 1-nél nagyobb.

A feladat allitasanak megforditasa:

Az 5z% — 6(a+b)x+ a® + b% 4+ 2ab = 0 mdsodfoki egyenletben az a és a b valds paraméterek, amelyekre az egyenlet

egyik gyoke 0-ndl nagyobdb, de 1-nél kisebb, a mdsik pedig 1-nél nagyobb. Mutassuk meg, hogy 1 < a + b < 5.
b
A szoveg alapjan az egyenletnek van két kiilonb6zs, pozitiv gydke: 1 = a + b, 2o = %. Ezért zo < x1, vagyis

b
0< % < 1,1 < a+b. Ez azt jelenti, hogy valéban 1 < a+b < 5.

3. Nézzilk az N = n® — 5n® + 4n kifejezést. Mivel
n® —5n3 4+ 4n =n(n* —5m* +4) =nn* - 1)(n* —4) = (n —2)(n — Dn(n+ 1)(n + 2),

azért N minden n egész esetén oszthatd 5-tel.
Az m értéke negativ nem lehet, mert ekkor A értéke nem egész.
Ha m =0, akkor A = N, vagyis ekkor minden n egész szam megfeleld.
Vizsgaljuk végiil az m > 0 esetet.
A 2 porzitiv egész kitevdji hatvanyairol tudjuk, hogy az utolso jegyiik periodikusan ismétlgdik: 2, 4, 8, 6, 2, ... Az

A=nd—5n>+4n — 2" + 1= (n° —5n® +4n) — (2™ — 1)

atalakitasa utan latjuk, hogy 2™ — 1 is oszthato kell legyen 5-tel. Igy 2™ utolsé jegye csak 6 lehet, vagyis m 4-gyel
oszthatd pozitiv egész.

A harom lehetGség alapjan a megoldas: n tetszGleges egész szam, m pedig tetszbleges 4-gyel oszthatd természetes
Szam.
sin 2 .o sing . z T 1 AB?
- 4;0 , a BOA haromszogben pedig 1B~ o 13250. Igy , = AB ami — = 2
alakban is frhat6. A BOA haromszogben AB? = 22 4+ % — 2zy - cos 135°, és igy

4. A COB haromszogben -
)

(1)2 _ x? +y* — 2xy - cos 135°
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Ezt szorozzuk meg x2y*2%-tel: (zy)? = (v2)? + (yz)* — 2(22)(yz) - cos 135°.

Ez éppen a koszinusztétel az zy, rz és yz oldalhosszisdgi haromszoghen. Lathato, hogy az xy oldallal szemben
van a 135°-0s szog.

5. A harom kor kozéppontja A(—2;5), B(4; —3), C(1;6), ezek a pontok egy derékszogi haromszog cstcsai, hiszen
AB = 10, BC = 3v10, CA = V10 és AB> = BC? + CA%. Az ABC haromszog koréirt korének sugara 5, a kor
kozéppontja pedig az AB atfogo felez6pontja, F(1;1). Mivel a feladatban megadott kérok mindegyikének 1 a sugara,
azért a keresett kor kozéppontja az F' pont, a sugara pedig 1 egységgel nagyobb, mint az ABC héaromszog koréirt
korének sugara. A keresett egyenlet: (z — 1)? 4 (y — 1)* = 36.

6. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat abe-vel:
be? — b?c+ a’c — ac® + ab® — a*b = 0.
A kapott egyenlGség bal oldala szorzatta alakithato:

(ca® — ba?) + (c*b — b%c) — (c*a — b%a) = (¢ — b)[a® + bc — (c + b)a] =
= (c—b)[(a* — ac) — (ba — bc)] = (¢ — b)(a — ¢)(a — b) = 0.

Tudjuk, hogy egy szorzat pontosan akkor 0, ha legalabb az egyik tényez&je 0, ezért a szdmtani sorozatnak van két
egyenl6 tagja. Ekkor azonban minden tagja egyenlS. Vagyis S, = nx, ahol x az els6 tag.



7. Végezziik el a kovetkezs atalakitdsokat:

sin® 2 4+ cos® 2 = (sin® x + cos® x)? — 2sin 2 - cos® x =
sin? 2z 1—cosdx 3 cosdx
:1— :1—7:—4—
2 4 4 4
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képe a cos x képébdl kdzéppontos hasonlosaggal kaphato. Ennek kozéppontja az origd, ardnya pedig T

8. A masodik egyenletet felhasznalva: (x — 72) + (y + 1998) = 1999 + 1926.
Legyen a = v — 72, b = /y + 1998, ekkor az egyenletrendszeriink ilyen alakot vesz fel:

a+b=250a®+0b>=3925.
Az elsé egyenletbdl kifejezziik b-t, ezt beirjuk a mésodikba: a® + (25 — a)3 = 3925. Rendezziik az egyenletet:
a® 415 625 — 1875a + 75a? — a® = 3925, 75a% — 1875a + 11 700 = 0, a® — 25a + 156 = 0,

amibdl a; = 12, ag = 13. A megfelel$ b értékek: by = 13, by = 12.
Az eredeti ismeretlenek, x és y: 1 = 1800, y; = 199, valamint x5 = 2269, yo = —270.
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