Egy szokatlan leképezés

A kozépiskoldban altaldban olyan geometriai transzforméciokkal talalkozunk, amelyek pontokhoz pontokat rendel-
nek. Vannak azonban ezektdl kiilonbo6z6 leképezések is. Most ezek koziil vizsgaljuk meg az egyik legegyszertibbet.

Vegyiink fel a sikon egy derékszogi koordinatarendszert. Egy, az origon at nem mend tetszéleges e egyenes egyenlete
egyértelmiden felirhaté a X + bY = 1 alakban, ahol a és b egyszerre nem 0. Tekintsiik azt a

P: (a,b) +— p:aX+bY =1

megfeleltetést, amely az origotdl kiilonbozd pontokat és az origén a4t nem mend egyeneseket rendeli egymaéashoz. Ez a
megfeleltetés nyilvan kolcsonosen egyértelmd. Nevezziik p-t a P pont poldrisinak, P-t pedig a p egyenes polusanak.
Vizsgaljuk meg e leképezés legfontosabb tulajdonsagait.

1. Ha a P pont poldrisa a p egyenes, akkor p polusa P.
Ez nyilvanvalo, hiszen a definicié szerint az (a;b) koordinataju pont polarisa az aX +bY = 1 egyenletii egyenes, ennek
az egyenesnek a polusa pedig az (a;b) pont. B

2. Az R pont r poldrisa pontosan akkor megy dt az S ponton, ha az S poldrisa, s dtmegy az R ponton.
Legyenek R, illetve S koordinétéi (r;q) és (s;t). Ekkor r, illetve s egyenlete rX +qY =1és sX +tY =1. Az Rés s
illeszkedésének a feltétele

sr+tg=1

ami egyuttal S és r illeszkedésének is feltétele. m

3. Egy pont pontosan akkor illeszkedik a poldrisdra, ha rajta van az
X*+v?=1

egyenletd koron. Ekkor a pont poldrisa éppen a kor adott pontbeli érintdje (1. dbra).

A P(a;b) pont pontosan akkor illeszkedik az aX + bY = 1 egyenletd polarisara, ha a? +b? = 1, azaz ha a pont rajta
van a koron. A kor egy tetszleges (s;t) pontjaban az érinté mersleges az érintési pontba huzott sugérra, ezért az
érintd normalvektora éppen n(s;t), azaz az érints egyenlete sX +tY = s-s+t-t = 1, ami nem mas mint a pont
polarisanak egyenlete.

Lathato, hogy az egységkor pontjainak és érintinek specialis tuljadonsagai vannak az altalunk definialt leképezés-
nél. Leképezésiinket szokis az egységkorre vonatkozo6 polaritdsnak is nevezni.

Az egységkorre vonatkozo polaritas segitségével konnyen definialhatjuk az egy tetszéleges k korre vonatkozo pola-
ritast: A koordindtarendszert eltolva és az egységet alkalmasan megvéltoztatva elérhetjiik, hogy k legyen az egységkor.
Ezutan pedig alkalmazhatjuk az egységkornél leirt definiciot. Az eddig leirt tulajdonsagok nyilvan érvényesek marad-
nak. Egyszertien belathatjuk a korre vonatkozé polaritds néhany tovabbi fontos tulajdonsagat is.

4. Ha a P pont a k kéron kivil helyezkedik el, akkor a P-b6l k-hoz hizott e és [ érinték E és F érintési pontjait
0sszekitd p egyenes éppen P poldrisa (2. dbra).

A 3. tulajdonsag alapjan F polarisa e, I polérisa pedig f. Mivel P illeszkedik e-re is és f-re is, ezért a 2. tulajdonsag
alapjan p a&tmegy E-n is, és F-en is. &
5. Ha a P és Q pontok polarisai a p és ¢ nem pdrhuzamos egyenesek, akkor az M metszéspontjuk poldrisa a PQ
egyenes.

A 2. tulajdonsag alapjan M polarisa atmegy P-n is és Q-n is, tehat csak a PQ egyenes lehet. B

6. Ha a p, q és 1 egyenesek eqy, a k kézéppontjatol killonbozd ponton mennek dt, akkor polusaik P, QQ és R egy egyenesre
lleszkednek.

Legyen p, q és r kozos pontja M, ennek polarisa pedig m. (Az m egyenes létezik, mert M kiilonbozik k kézéppont-
jatol.) A 2. tulajdonsag alapjan m-re illeszkedik P is, @ is és R is. B
6. Ha a P, Q és R pontok eqy, a k kizéppontjin dt nem mend egyenesre illeszkednek, akkor poldrisaik p, q és r eqy
ponton mennek dt.

Legyen P, () és R 0sszekots egyenese m, ennek poélusa pedig M. (Az M pont létezik, mert m nem megy at k
kozéppontjan.) A 2. tulajdonsag alapjan M-en dtmegy p is, g is és r is. B

A 6. és 6. allitasok a polaritas egy fontos tulajdonsidgat mutatjik: Ha egy tételben csak pontok, egyenesek, ezek
polarisai, polusai valamint Osszekotés és metszés szerepel, akkor a pontok és egyenesek, valamint az Osszekotés és a
metszés szerepeit felcserélve ismét igaz allitast kapunk. Az igy kapott tételt az eredeti dualisanak, az elvet pedig a
dualitds elvének nevezziik.
1. feladat: Fogalmazzuk meg az 1-5. allitasok dualisait .

Kor koré irt sokszogek



Tekintsiink egy olyan hatszdget, melynek semelyik két oldala nem parhuzamos, és mindegyik oldalegyenese érint
egy k kort. Jeloljiik az oldalegyeneseket 1, 2, 3, 4, 5 és 6-tal; az i és a j egyenes metszéspontjat pedig ij-vel (i, j = 1, 2,
..., 6.) Megmutatjuk, hogy az 12 és 45; a 23 és 56 valamint a 34 és a 61 metszéspontokat 0sszekots e, f és g egyenesek
egy ponton mennek at vagy parhuzamosak. Ez az allitds a Brianchon tétel egy specialis esete.

Jeloljiik a k kor sikjat S-sel, a k kor és az i egyenes érintési pontjat F;-vel. Allitsunk az 12, 23, 34, 45, 56 és 61
metszéspontokban S-re meréleges egyeneseket és mérjiik fel ezekre az egyes pontokbdl a k-hoz htizhaté érint&szakaszok
hosszat, mégpedig az 12, 34 és 56 pontokbol az S egyik, a 23, 45 és 61 pontokbodl pedig az S masik oldalara. Legyenek az
igy kapott pontok 12', 23', 34’, 45’ 56" és 61’ (3. dbra). Ezek a pontok egy olyan térbeli hatszoget alkotnak, amelyben
az 1',2', 3,4, 5 és 6'-vel jelolt oldalegyenesek S-re valéo merdleges vetiiletei éppen az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 egyenesek, és a
térbeli hatszog oldalegyenesei az E; pontokban dofik S-t. Ugyanis a térbeli hatszog mindegyik oldalegyenese egy-egy
olyan sikban van benne, amely S-re meréleges és az 1, 2, 3, 4, 5, 6 egyenesek valamelyikét is tartalmazza, tovabba
ezen sikok mindegyikében a benne 1évé E; pont, a térbeli hatszog csticsai és az eredeti hatszog cstcsai két-két egyenld
szara derékszog haromszoget alkotnak. Az 12’ és 45'; a 23’ és 56" valamint a 34’ és a 61’ pontokat 6sszekots e, f/ és
g’ egyenesek S-en 1évS merdleges vetiiletei nyilvan az e, f és g egyenesek.

Megmutatjuk, hogy az €', f’, ¢’ egyenesek koziil barmelyik ketts egy sikban van. Az egyenesek szerepe teljesen
szimmetrikus, ezért elég azt megmutatnunk, hogy pl. €’ és f' egy sikban vannak. Az €’ is és f’ is metszi a 2’ és az
5" egyenest, ezért elég belatnunk hogy ez utobbiak egysikiak. Mivel az 12’ és 56’ pontok S-nek az egyik, a 23’ és a
45" pontok pedig S-nek a maésik oldaldn vannak, ezért a 2’ és az 5’ egyenes is ugyanabban az S altal meghatéarozott
féeltérben metszi a 25 pontban S-re allitott meréleges egyenest, s6t mindkettd pontosan abban a pontban, amely S-t61
olyan tavolsagra van, mint a 25 pontbol k-hoz htizott érinté hossza. Tehét 2’ és 5, s igy €’ és f’ is egy sikban van.

Az e/, f' és ¢’ egyenesek nincsenek ugyanabban a sikban, mert ha mindhdrom benne lenne egy 7 sikban, akkor 7~
tartalmazna az 1', 2', 3', 4', 5’, 6’ egyenesek mindegyikét, ami nem lehetséges, mert az 12/, 23', 34', 45', 56", 61’ pontok
nincsenek egy sikban. Ha viszont harom egyenes nincs egy sikban, de koziiliilk barmelyik ketts igen, akkor a harom
egyenes vagy egy ponton megy at, vagy parhuzamos (lasd pl.: Geometriai feladatok gydjteménye I, 1703. és 1710.
feladatok). Ekkor viszont az €', f’, ¢’ egyenesek S-en 1év6 meréleges vetiiletei, e, f és g is vagy egy ponton mennek
at, vagy parhuzamosak. B

A bizonyitas soran nem hasznaltuk ki, hogy az érintGhatsz6g konvex, s6t azt sem, hogy az oldalakat ,sorban"
szamoztuk. Bizonyitasunk mikoédik pl. a 4. abrdn lathaté hatszog esetén is. S6t egyéb esetekben is. Ha egy kor két
érintGjét ugy mozgatjuk, hogy az érintési pontjaik egyre kozelebb keriiljenek egymaéshoz, akkor a két érinté egyre
kisebb szdget fog egymassal bezarni, metszéspontjuk pedig egyre kozelebb keriil az érintési pontokhoz. Ennek alapjan
feltételezhetjiik, hogy tételiink esetleg akkor is igaz, ha az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 egyenesek koziil némelyek egybeesnek, és
két egybeess érinté metszéspontjanak a kdzos érintési pontjukat tekintjiik.

Tegyiik fel, hogy az 1 és 2, valamint a 4 és 5 érintSegyenesek esnek egybe. Ekkor egy érinténégyszoget kapunk (5.
dbra), tételiink pedig azt mondja, hogy az érintdnégyszig dtloi, valamint az egyik szemkozti oldalpdron lévé érintési
pontokat dsszekdtd egyenesek egy ponton mennek dt. Nézziik a bizonyitast:

Hasznéljuk ugyanazokat a jeloléseket, mint az el6bb. A 23, 34, 56 és 61 pontokban S-re allitott merGlegeseken
ugyantgy kapjuk a 23’, 34’, 56’ és 61’ pontokat mint az elébb, az 12’ és a 45" pontok pedig most egybeesnek az 12 és
a 45 pontokkal, azaz a két érintési ponttal (hiszen az ezekbdl a pontokbol k-hoz huzott érint6 hossza 0). Most is igaz,
hogy az 12’ és 45'; a 23’ és 56’ valamint a 34" és a 61’ pontokat 6sszekots e’, f/ és ¢’ egyenesek S-en 1évé merdleges
vetiiletei az e, f és g egyenesek. Az is igaz, hogy pl. ¢’ és f’ egy sikban vannak, mert az 56’ pont S-nek az egyik, a 23’
pedig S-nek a masik oldalan van (12’ és 45" S-en van), ezért a 2’ és az 5" egyenes most is metszi egymaést.

Ha egy kicsit megvaltoztatjuk az oldalak szamozasat (6. dbra) akkor azt kapjuk, hogy a masik szemkdzti oldalparon
léve érintési pontokat Gsszekotd egyenes is dtmegy az atlok metszéspontjan. Osszefoglalva tehat bebizonyitottuk,
hogy az érintdnégyszdg datloi, valamint a szemkdzti oldalpdrokon lévd érintési pontokat dsszekdtd egyenesek egy ponton
mennek dat.

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a 7. dbrdn lathatd harom egyenes egy ponton megy at.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a haromszogbe irt kor érintési pontjait a szemkozti csticsokkal 6sszek6ts egyenesek
egy ponton mennek at (8. dbra). (Lasd: Geometriai feladatok gyijteménye I, 1266. feladat.)

Pascal tétele

Alkalmazzuk most az 1. fejezetben megismert polaritast a 2. fejezetben szereplé k korre és a koréirt hatszogre.
A 4. tulajdonsag alapjan az ij pont polarisa az E;E; egyenes. Ezért az 5. tulajdonsig alapjan az 12 és 45 pontokat
Osszekots egyenes polusa az E1 Fo és az E4FE5 egyenesek A metszéspontja. Ugyanigy kapjuk, hogy a 23 és 56 pontokat
Osszekots egyenes polusa az EsFEs és az EsEg egyenesek B metszéspontja, a 34 és 61 pontokat 0sszekotd egyenes
polusa pedig az EsE, és az EgE; egyenesek C metszéspontja. (Az 12 és 45, a 23 és 56 valamint a 34 és 61 pontok
OsszekotGegyenese nem megy at k kdzéppontjan, mert a k koré irt hatszog semelyik két oldala nem parhuzamos, ezért
mindharom egyenesnek létezik polusa.) Brianchon tétele szerint az 12 és 45, a 23 és 56 valamint a 34 és 61 pontok
OsszekoOtGegyenese egy ponton megy at, ezért a 6. tulajdonsag alapjan polusaik, A, B és C' egy egyenesre illeszkednek.
Ezzel bebizonyitottuk Pascal tételének egy specialis esetét:



Ha a k korbe irt E1EsEsEyFEsFEg hatszog F1Ey, EsEs és FEsFEg dtloi nem mennek dt k kézéppontjan, tovdbbd az
E\E5 és EyEs, FoFs és EsEg valamint EsEy és FEgEy oldalegyenesei nem pdrhuzamosak, akkor e hdrom oldalpdr
metszéspontjai eqy egyenesre illeszkednek.

A bizonyitas sordn most sem hasznéltuk ki, hogy a korbeirt hatszog konvex, sem azt, hogy a cstcsokat ,sorban"
szamoztuk. Bizonyitasunk ismét mikodik abban az esetben is, ha a hatsz6g néhany csiicsa egybeesik. Két egybeess
cstcs OsszekOt6 egyenesének a k-hoz az egybeesS csticsokban huzott érintét kell tekinteniink. A 8. dbrdn lathato
haromszdgekre vonatkozo tétel megfelelGje pl. a 9. dbrdn lathatéd allités:

Ha egy hdromszdgbe irt kor érintési pontjai dltal meghatdarozott hdromszdg oldalai metszik az eredeti hdromszog
szemkozti oldalait, akkor ez a hdrom metszéspont eqy egyenesre illeszkedik.

4. feladat: Fogalmazzuk meg a kor koré irt 6tszogre, illetve az érinténégyszogre vonatkozo allitdsok megfeleldit.

5. feladat: Oldjuk meg az F. 3253. feladatot (megtalalhato a kittizott feladatok kozott a 489. oldalon).

Tételeink megfogalmazasidban sok problémat okozott, hogy a k kor kozéppontjdnak nem értelmeztiik a polarisat,

a rajta atmend egyeneseknek pedig a polusat. Ezért a Brianchon és Pascal tételek megfogalmazasakor sok kikotést
kellett tenniink. Ezeket a nehézségeket el lehet keriilni, ha a polaritast nem az euklidészi sikon, hanem a projektiv sikon
definidljuk. Az emlitett tételek igazabol a projektiv sik kupszeleteir6l szolnak, ennek ismertetése azonban meghaladja
e cikk kereteit. Az érdekl6ds olvaso ezek részletes leirdsat megtaldlhatja pl. Hajds Gydrgy: Bevezetés a geometridba,
(Tankonyvkiado, Budapest, 1985) vagy Schopp Jdnos: Kipszeletek (Tankonyvkiado, Budapest, 1972) cimi konyveiben.
Kiss Gyorgy
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