A feladat a kovetkezd volt: Egy 100 sorbdl és 100 oszlopbdl dllé tabldzat elsd oszlopdban csupa 1-es taldlhato, k-adik
sordban pedig olyan szamtani sorozat, amelynek differencidja k. A tdbldzat bal alsé sarkdtol jobb felsé sarkdig hizédo
atlgja mentén elhelyezkedd szamok kézil melyik a legnagyobb?

Thiry Gdbor megoldasaban (lasd a 278. oldalon) szerepel az, hogy az emlitett 4tl6 mentén elhelyezkedd szamok egy
parabola pontjaiként abrazolhatok. Persze ezek a pontok ,diszkréten” helyezkednek el. Képzeljiik el azonban, hogy a
tablazatnak nemcsak egész indext sorai és oszlopai vannak, hanem az indexek tetszGleges valos értékeket felvehetnek.
Eredetileg a tablazat i-edik sordban az elsé helyen 1 all, és ezutan egy ¢ kiillonbségi szamtani sorozat. A j-edik helyen
allé szam tehat 14 ¢ - (j — 1). Feltevésiink szerint az oszlopindexek tehat nemcsak a j =1, 2, ..., 100 értéket vehetik
fel, hanem barmilyen x valos szdmot. A sorok indexei pedig nemcsak az i = 1, 2, ..., 100 értéket vehetik fel, hanem
itt is tetszGleges valos y szamot. Ekkor az y-adik sorban egy y differencidju szamtani sorozatnak kellene allni, aminek
igy termeészetesen nincsen értelme. Ha viszont a tablazatban szerepls 1+ i - (j — 1) kifejezésben j helyébe z-et és 4
helyébe y-t irunk, akkor a z = 1+ y - (x — 1) fliggvényhez jutunk. Az z, y € {1, 2, ..., 100} esetben természetesen az
eredeti tablazat adodik.

Tekintsiik most a térbeli x, y, z koordinatarendszerben az 6sszes olyan pontot, amelyeknek a koordinatai ezt a
feltételt kielégitik. Ez egy geometriai alakzat, amely ,nyilvan” egy feliilet. Egy ,sor’-nak rogzitett y felel meg, ami
egy, az x, z sikkal parhuzamos egyenesnek az egyenletét adja. Ezt a feliiletet tehat egy ,egyenessereg” ,sirolja végig”.
Amikor az els6 oszlopot nézziik, annak az x = 1 eset felel meg. Ez az egyenlet egy, az y, z sikkal parhuzamos sikot
jelent. Ekkor eredeti egyenletiinkbél a z = 1 egyenlet adédik. Ez is egy egyenes egyenlete; egy olyan egyenesé, amely
nem szerepel az el6bb felsoroltak kozott. A ,mellékatlon” levs x, y koordinatakat az jellemzi, hogy 6sszegiik allando.
Az eredeti feladatban ez az 6sszeg 101 volt, de szimunkra ez nem lényeges; legyen az 6sszeg c. Ebb6l azt kapjuk, hogy

z=1+y-(z—1)=1+(c—2)-(z—1)=—-2*+(c+Dz+1—c

ami valoban egy parabola egyenlete. Ha ,meg akarjuk érteni”, hogy milyen feliiletet kaptunk, akkor célszerd més
koordinatarendszert felvenni. Tekintsiik azt az 2, ¢/, 2’ koordinatarendszert, amelynek a koézéppontja az eredeti koor-
dinatarendszer (1, 0, 1) pontja, és az eredeti koordinatarendszerbdl annak eltolasaval keletkezik. Ez azt jelenti, hogy
az 4j koordinatarendszerben az x irdnyu és z irdnyu koordinatak az eredetinél 1-gyel kisebbek lesznek, mig az y irdnyt
koordinatédk nem véltoznak. Egy P pont (z', y', 2’) és (z, y, z) koordinatai kozott tehdt az 2’ =z — 1,y =y és
2" = z — 1 kapcsolat 4ll fenn. Az 4j koordinatarendszerben a vizsgalt feliilet ,egyenlete” tehat 2/ =y - .

Az egyszertiség kedvéért hagyjuk itt el a ,yvessz6ket”; ekkor a z = y - x egyenlethez jutunk. Ezen a feliileten kétféle
segyenes-sereg”’ talalhat6. Ha az x = c¢ sikkal metsziink, akkor a z = cy egyenesekhez jutunk. Ha pedig az y = ¢ sikkal
metsziink, akkor a z = cx egyeneseket kapjuk.

Az eredeti feladat megoldasénal latott gondolat szerint, ha az = + y = ¢ sikkal metsziink, akkor egy ,lefelé allo”
parabolat kapunk. Ahhoz, hogy jobban lathassuk a feliiletet, célszerd ismét egy maésik koordinatarendszert felvenni.
(Megjegyezziik, hogy a linedris algebra keretein belill minden ilyen esetben megmondhato, hogy melyik a célszerd
koordindtarendszer; s6t ennek felvétele nélkiil is eldonthetd a vizsgalt alakzat ,minemtsége”. Most viszont csak annyit
tudunk tenni, hogy megadjuk a ,,j6” koordinatarendszert.) A koordinatarendszert a z-tengely koriil forgassuk el 45
fokkal. Mivel a z-tengely megmarad, azért elég az egész elforgatast a sikon szemlélni. Egyszertibb az eljarast ugy
végiggondolni, hogy vektorokkal dolgozunk.

Legyenek az 2- és y-tengely irdnyt egységvektorok, megfelelGen e és f. Legyenek ezeknek pozitiv irdnyban 45 fokkal
valé megfelels elforditottja e és f*. Ez azt jelenti, hogy

. 1 1 N 1 1
(%) e’ = \/§e+\/§f’ f* = \/§e+\/§f'

Ha egy pontnak ebben a koordinatarendszerben a koordinatai (£, n), az azt jelenti, hogy az origobol a pontba

mutato u vektorra u = fe* + nf * adodik. A () alatti Osszefiiggés alapjan tehat

uzf(%e-l- %f) +7 (—1/\/§e+ %f) = %e-ﬁ- “an.

Tekintettel arra, hogy az u vektor végpontjanak eredeti koordinataja (z, y), ezért x = % és y = % Ezt a
z = xy Osszefiiggésbe behelyettesitve a 2z = &2 — n? Osszefiiggéshez jutunk.

Nézziik a fenti Osszefiiggéssel leirt feliiletet. Ha ezt a feliiletet ,elszeleteljik” a z tengelyre merdleges (tehat ,yiz-
szintes”) sikkal, akkor minél nagyobb a z, annal ,tompabb” hiperbolat nyeriink. Ezeknek a hiperbolaknak a ,csticsa”
a &-tengelyen van. Ha egyre kozelitiink az x, y tengelyek sikjahoz, akkor a cstics egyre kozelebb keriil a z-tengelyhez.
A tengelyek sikjaban a hiperbola metsz6 egyenesparra ,yaltozik at”. Ezutan pedig a csics ,atkeriil” az n-tengelyre.
A felléps hiperbolak aszimptotaparja mindig a két koordinatatengely. Ez a feliilet, amelyiknek minden pontjan két
egyenes haladt at, ,tele van” hiperbolékkal.

De hol vannak a mar latott paraboldk? Ezeket is megtaldlhatjuk. Valasszuk &-t ¢ konstansnak, azaz messiik a
feliiletiinket a &-tengelyre merdleges sikokkal. A metszet egyenlete 2z = ¢ — 1%, Ez mindig egy ,cstcsaval felfelé a116”
parabola, amelynek ,csiicsat” pontosan az n = 0 esetben kapjuk. Ha az n-tengelyre mer6leges sikkal metsziink, akkor



a 2z = €2 — ¢? egyenletekhez jutunk; amelyek ,cstucsukkal lefelé 4116” parabolat adnak. Ezek a cstcsok éppen a &€ = 0
esetben adddnak. Eszerint a lefelé 4116 parabolak csicsai egy folfelé 4ll6 parabolan vannak és viszont.
A fentiek szerint a kapott feliiletet a kovetkezSképpen képzelhetjiik el:
Tekintjiik a 2z = &2 parabolat és a ,ra meréleges”, de ellentétes iranyba nyilo 2z = —n? parabolat. Ha az elsé
parabolan parhuzamosan ,yvégigesusztatjuk” a masodikat (vagy akar a masodikon az els6t), akkor éppen a szemiigyre

vett‘feliﬂetet kapjuk.

Es ez a ,nagyon gorbe” feliilet ,tele van” egyenesekkel!

A kapott feliilet neve hiperbolikus paraboloid. Ezt a nevet nem nagyon kell indokolni. Csak annyit tesziink hozza,
hogy van egy ,masik” paraboloid is. Ez, lényegében, a parabola tengelykdriili forgatasiabol nyert feliilet, amelyiknek
a neve elliptikus paraboloid. Az itt bemutatott feliiletnek van egy masik neve is, nyeregfeliiletnek nevezik, mert igen
hasonlit a nyereghez (akér lonyeregre, akar hegynyeregre gondolhatunk). Erdemes megjegyezni, hogy tetszéleges ,sima”
feliilet barmely pontjanak ,kis kornyezetében”, ha az nem ,sikszert” (,hengerszerd”) és nem , gémbszer”, akkor az olyan,

mint egy nyeregfeliilet.
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