Bizonyara mindenkivel megesett mar, hogy valahol sorban kellett allnia. Ha elég hosszu volt a sor, akkor talan
olyan kérdéseken is eltdprengett, hogy vajon mennyi ideig fog varhatoélag sorban allni, hany embert szolgalnak ki addig
(ezt persze, ha egy sor van, meg is szamolhatja, de ha mar ketts, akkor nem ilyen kénnyi eldonteni), vagy hogyha
beallitanadnak még egy kiszolgalot, az mennyire csokkentené a varakozasi id6t. Ha nagyobb volt a beleérzé képessége,
akkor az is eszébe juthatott, hogy mennyit kell dolgoznia a kiszolgélonak, milyen hossztiak az egyfolytaban foglalt,
illetve iires periodusok. Ha pedig a sorbanallonak fejlett az iizleti érzéke, akkor azt is meggondolhatta, hogy megérné-e
egy ujabb kiszolgalét beallitani: mennyivel tobb lenne akkor az adott idén beliil kiszolgalt személyek szama, vagy —
ha a sor hossza korlatozott — mennyivel kisebb lenne az esetleg ki nem szolgaltak aranya.

Ilyen és ezekhez hasonlé kérdésekkel foglalkozik a sorbandllds, mas néven tomegkiszolgdlds elmélete.

1. A témegkiszolgalasi rendszer elemei

Nézziik meg, milyen jellemz6i lehetnek egy tomegkiszolgalési rendszernek. A két legfontosabb dolog, amit meg kell
vizsgalnunk, az az igények beérkezésének dinamikaja és a kiszolgalasuk ideje. Ezek lehetnek elére pontosan megha-
tarozottak, azaz determinisztikusak, illetve részben vagy teljesen véletlentdl fliggGek, azaz sztochasztikusak. Teljesen
determinisztikus tomegkiszolgalasi rendszer példaul az a futoszalag, ahol 1 percenként érkezik egy munkadarab, amely-
nek megmunkalasa 0,9 percig tart. Erezhetd, hogy az ilyen egyszeri rendszerek vizsgalata semmilyen elvi nehézséget
nem okoz, és ezek kedvéért nem épitettek volna fel egy egész elméletet. Az is lathato, hogy ez a modell legtobbszor nem
is irja le htien a valésadgot. Honnan tudjuk ugyanis, hogy egy munkadarab megmunkaldsa pontosan 0,9 percig tart?
Altalaban csak azt tudjuk, hogy példaul a munka 0,8 percnél hosszabb, de 1 percnél révidebb ideig tart, tovabba hogy
fogalmazhatjuk meg, hogy adva van egy B(z) eloszlas, amely a kiszolgalas idejét irja le; vagyis annak a valoszindsége,
hogy a kiszolgalas z-nél révidebb ideig tart, egyenls B(z)-szel.

Az igények beérkezésének dinamikéjat, mint azt az el6bbi példaban tettiik, altaldban az egymés uténi beérkezések
kozott eltelt idGvel irjuk le. Ha ez sztochasztikus, akkor ennek is az eloszlasat adjuk meg. Annak a valosziniiségét,
hogy egy ilyen beérkezési id6koz rovidebb, mint egy ¢ idSintervallum, A(t)-vel jeloljiik. Legtobbszor feltessziik, hogy
a kiilonbo6z6 beérkezési id6kozok — példaul az 1. és 2. igény beérkezése kozott eltelt idS és a 2. és 3. igény beérkezése
kozott eltelt id6 — egymastol fliggetlen és azonos eloszlasa valészintiségi valtozok.

A tomegkiszolgalasi rendszer jellemz6i még: a maximalis lehetséges sorhossz (K), a kiszolgalo egységek szama (n),
illetve a kiszolgalasi sorrend. Ez utébbi altaldban azt az elvet koveti — mint ahogy az a valds életben megszokott —,
hogy aki korabban érkezik, azt hamarabb kiszolgaljak (ezt az elterjedt angol roviditéssel FIFO, azaz First In First
Out elvnek hivjak), de lehetnek ettdl eltérs kiszolgalasi modok is, példaul ha egynémely igényt soron kiviil szolgalnak
ki (erre is talalhatunk példat az életben). Ha nincs lehetGség varakozasra, azaz K = 0, akkor elutasitdsos rendszerrdl
beszéliink. Ilyen példaul egy telefonkdzpont, ahol ha nem ad vonalat a késziilék, akkor djra be kell 1épniink a rendszerbe,
vagyis le kell tenniink és Gjra probéalkozni. Alapesetnek tekintjiik, és kiilon nem is emlitjiik, ha nincs korlatozva a sor
hossza (K = o0) és egy kiszolgélo van.

Ha ismerjiik a fentebb felsorolt adatokat, akkor szamos, a rendszerre jellemz6 mennyiséget tudunk kiszamolni
(legalabbis elvileg). Példaul megkérdezhetjiik, hogy milyen valoszintséggel lesz 0,1,2,..., K sorbanallo egy adott
pillanatban, vagy mennyi lesz az atlagos sorhossz, és igy tovabb. Ahhoz, hogy ezekre a kérdésekre valaszt adjunk, meg
kell ismerkedni egy tjabb fogalommal.

2. Sziiletési-halalozasi folyamatok

Tegyiik fel, hogy elefantokat tenyésztiink, amelyek sziiletnek és meghalnak az id6 folyamén dgy — ahogy az az
elefantoknal szokasos —, hogy egyszerre csak egy elefantbébi sziiletik, az is eléggé ritkan, szinte soha nem fordul elg,
hogy nagyon rovid idén beliil két elefant sziiletne. Cserébe a haldlozasok is ugyanilyen ritkdk. Az is természetes, hogy
az elefantok sziiletési, illetve haldlozasi intenzitasa (az, hogy mennyi elefant sziiletik, illetve hal meg egységnyi id6
alatt) fligg az allatok szaméatol. Arra vagyunk kivancsiak, hogy elég hosszti id6 mulva milyen valdszintséggel lesz 0, 1,

2, ... elefantunk, vagyis milyen lesz az allatok szamanak az eloszlasa.
Ezt a problémat altalanositva, és matematikailag kezelheté méodon a kovetkezsképpen fogalmazhatjuk meg: Adott
egy populacio, lehetséges nagysaga k =0, 1, 2, .... Minden k-hoz meg van adva egy A sziiletési és egy p haldlozési

intenzitads. A populdcié nagysiga egyesével valtozhat, azaz ha valamikor ez az érték k, és egy mésik idGpillanatban
k+ 2, akkor kell lennie olyan pillanatnak a kett6 kozott, amikor a populacié nagysaga k+ 1 volt. Ezen kiviil teljesiilnek
az alabbi feltételek: P(A) jeloli egy A esemény bekovetkezésének valoszintiségét, értéke 0 és 1 kozotti.

Az o(h) (kiolvasva: kis ordo6 h) egy szokasos matematikai jelolés, egy olyan h-t0l fliggé mennyiséget jelol, amely h-hoz
képest nagyon kicsi, azaz h-val osztva és h-val tartva 0-hoz a hanyados értéke 0-hoz tart.

P(pontosan 1 sziiletés torténik a (¢, t + h) idSintervallumban, feltéve,
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hogy k tagu a populécié t-ben) = Agh + o(h)*,
P(pontosan 1 halalozas torténik a (¢, ¢ + h) idSintervallumban, feltéve,
hogy k tagt a populacié t-ben) = pih + o(h),
P(pontosan 0 sziiletés torténik a (¢, t + h) idSintervallumban, feltéve,
hogy k tagt a populacio t-ben) =1 — Aph + o(h),
P(pontosan 0 halalozas torténik a (¢, ¢ + h) idSintervallumban, feltéve,
hogy k tagu a populécié t-ben) = 1 — uph + o(h).
Ezekbdl mar az is kovetkezik, hogy tobb haldlozas, tobb sziiletés vagy sziiletés és halalozas egyszerre egy kis h id§
alatt lehetetlen, abban az értelemben, hogy az ilyen tipusa események valdszintisége o(h) nagysagrendd.

A fenti feltételeket teljesité populacié nagysagat az idGben leird folyamatot sziletési-haldlozdsi folyamatnak ne-
vezziik. Ha pr = 0 minden k-ra, akkor tiszta sziletési folyamatrdl, ha A\ = 0 minden k-ra, akkor tiszta haldlozdsi
folyamatrol beszéliink.

Legyen Py (t) annak a valoszintisége, hogy a ¢ id6pillanatban (természetesen t > 0) a populacioé nagysaga, vagyis az
elefantok szama k. ElSszor vizsgaljuk meg ezeket a mennyiségeket. A Py(t 4+ h) annak az eseménynek a valosziniiségét
méri, hogy a t + h id6pontban 0 elefantunk van. Nézziik, hogy fordulhat ez el6. Haromféleképpen:

ot-ben is 0 volt, és h id§ alatt nem sziiletett egy elefant sem;
e t-ben 1 elefant volt, és h id6 alatt nem sziiletett egy sem, de az az egy meghalt;

ebarhogy méashogy.
A harmadik eset elég furcsan hangzik, de megmagyarazza az a tény, hogy minden ebben foglalt lehetGség egyiittes
valoszintisége a feltételeink szerint o(h). Az elsé eset valoszintsége:

Po(t)[1 = Aoh + o(h)],

a méasodiké
Pi(#)[1 — Arh 4+ o(h)][u1h + o(h)].

Ezeket Osszegezve megkapjuk Py(t + h)-t:
Po(t+h) = Po(t)[1 — Aoh + o(h)] + PL(t)[1 — Mh + o(h)|[p1h + o(h)] + o(h) = Po(t) — Po(t)Aoh + Pi(t)pu1h + o(h)

(a Py(t)o(h), Pi(t)\pu1h? és a tobbi o(h)-t tartalmazo szorzat Gsszege egyiittesen is csak o(h)). Mindkét oldalbol
kivonva Py(t)-t, osztva h-val, majd h-val tartva 0-hoz, a bal oldalon Py(¢)-nek t szerinti derivaltjat kapjuk, amelyre
tehat ez teljesiil:

(1) dpgt(t) = —)\opo(t) + 1 Py (t)

A Py (t + h) annak az eseménynek a valoszintségét méri, hogy a (t + h) pillanatban k darab elefantunk van (k > 1).
Ez a kovetkezSképpen fordulhat el6:

e t-ben k elefant volt, és h id6 alatt nem sziiletett, és nem halt meg egy elefant sem;
e t-ben k — 1 elefant volt, és h id6 alatt egy sziiletett de nem halt meg egy sem;
e t-ben k + 1 elefant volt, h id6 alatt egy meghalt, de egy sem sziiletett;

e barhogy mashogy.

Az el6bbi okoskodashoz hasonléan kaphatjuk a kdvetkezot:

dPy(t

@) T APt = O+ )P P () (k2 1)
Innen agy lehetne tovabblépni, hogy megoldanank az (1) —(2) un. differencidlegyenlet-rendszert, azaz keresnénk olyan
t-valtozos Py(t), Pi(t), ..., Px(t), ... fliggvényeket, amelyek kielégitik a derivaltakra vonatkozo egyenleteket. Ne
ijedjen meg senki, ezt nem fogjuk megtenni, csak egy specialis, am igen tanulsagos esetben.

Legyen pr = 0 és A\ = A minden k-ra, azaz tekintsiik az &llandé intenzitésu tiszta sziiletési folyamatot. Ekkor a
differencidlegyenletek:

dPy(t dPy(t
YO ano. 02 —ap 0 -ane k=)0
Tegyiik fel, hogy ,a rendszer a 0-bél indul”:
Py(0) =1, ha

k=00, hak# 0.
Ekkor(3) — blkvetkezik, hogy



Po(t) = e, és ezt behelyettesitve (4)-be k = 1 esetén Py (t) = Me~* (ezt konnyen lehet ellendrizni derivalassal).

Yk
Tovabb helyettesitve nagyobb k-ra: Py(t) = ( k) e . Ez egy nevezetes eloszlds, az un. Mt-paraméterid Poisson-

!
eloszlds, és a folyamat neve A-paramétertd Poisson-folyamat. Kénnyen kiszadmolhatja az olvaso, hogy egy A-paraméteri

Poisson-folyamat esetén annak a valoszintsége, hogy a populacié nagysaga h ideig nem véltozik, e . Ennek az
eloszlasnak is van neve, ez az exponencidlis eloszlds. Az exponencidlis eloszlas az egyik leggyakrabban eléforduld
folytonos eloszlas, definicidja a kovetkezs:

Definicid. Legyen x egy ugynevezett valdsziniségi vdltozd, amelynek lehetséges értékei a nemnegativ valos szamok.
Az eloszlasa A-exponencidlis, ha annak a valoszintisége, hogy z legalabb ¢, megegyezik e M-vel, azaz Plx>t)= e M,
ahol természetesen ¢t > 0.

Egy A-exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo varhatod értéke 1/), azaz egy allandé intenzitast tiszta szi-
letési folyamat esetében atlagosan 1/\ hossztsdgi id6kozonként torténik egy sziiletés. Azt is be lehet latni, hogy a
Poisson-folyamatok és az exponencialis valtozatlansagi id6k kozotti kapcsolat kolesonds: ha exponencidlis eloszlési
id6kozonként novekszik eggyel a populécié nagysaga, akkor az egy Poisson-folyamat lesz.

Az elefantfarm eseténél azt kérdeztiik, hogy mi lesz az elefantok szaimanak eloszlasa elég hossza id6 milva. Ez azért
természetes, mert mig az elején nagyon ingadozhat a létszam, joggal varhatjuk, hogy egy id6 utan a populacié beall
egy stabil allapotba, a kezdeti hullamzasok kisimulnak. Természetesen a stabil allapotot nem tugy kell érteni, hogy
mindig ugyanannyi elefantunk lesz, hanem hogy az eloszlas nem véltozik mar az idGvel, un. staciondrius eloszlds lesz.
Tehat azt kérdezziik, hogy 1étezik-e, és ha igen, akkor mennyi a kovetkezs hatarérték:

pk:tllglopk(t) k:(), 1,

Szerencsére a mi esetiinkben létezik ez a hatarérték, és meg is tudjuk hatérozni. Tekintsiik az (1) —(2) differencial-
egyenletrendszert, és tartsunk ¢-vel a végtelenbe. Ekkor a derivaltak 0-hoz tartanak, mert py nem fiigg ¢-t6l, tehat az
egyenletek igy alakulnak:

0= —Xopo + p1p1, (5)0 = Ae—1pPr—1 — (Ak + )P + pt1Pesr (k> 1).(6)
A (6)-ot atrendezve:
(7) —Ak—1Pk—1 + pkPk = =MDk + k1P (K> 1).
Az (5)-0t és (7)-et egybevetve, azonnal kovetkezik, hogy

(7a) Ak—1Pk—1 = UKDk (k> 0).
Ebbél pedig rekurzioval
Ak1 - Epy
(8) Pk = Pr-1= pr2=po [[ —
Kk Mk k-1 i M+l

Ha pedig tudjuk azt is, hogy a {px, k¥ > 0} mennyiségek eloszlast alkotnak, vagyis Zpk = 1, akkor meg tudjuk
k=0
hatarozni po-t, és igy a pi-kat is.

3. A teljesen exponencialis témegkiszolgalasi rendszer

Teljesen exponencidlis tomegkiszolgalasi rendszer alatt a kovetkezdt értjiik: a beérkezési id6kozok eloszlasa M-
exponencialis, a kiszolgalasi id6 eloszlasa pedig u-exponencialis. Vagyis A(t) = 1 — e M, B(z) =1— e "*. Ez azt is
jelenti, hogy atlagosan 1/ hosszisagu id6kozonként érkeznek be az igények, és ha van kit kiszolgalni, akkor atlagosan
1/p hosszisagu id6kozonként tavoznak.

Nézziik, hogyan valtozik a rendszerben 1évé igények szama. Feltehetjiik, hogy kezdetben egy igény sincs, ez nem
valtoztat a lényegen, de a szemléletiinknek sokkal kedvez&bb. Amikor beérkezik egy igény — ez A-exponencialis eloszlasa
id6kozonként torténik —, akkor a rendszerben lévs igények szama 1-gyel n6; amikor egy igényt kiszolgalnak, és tavozik
— ez az elsG kiszolgalas kezdete utan, amig van kit kiszolgalni, p-exponencidlis id6kozonként torténik —, akkor 1-
gyel csokken. Az, hogy egyszerre két igény jelenjen meg, vagy ugyanakkor jelenjen meg egy igény, amikor egy mésikat
éppen kiszolgaltak, elhanyagolhat6 valészintségi. Be lehet tehat latni, hogy a rendszerben 1év6 igények szama sziiletési-
halalozasi folyamatot kovet. Ha egy kiszolgalo van, és nincs korlatozva a sorhossz, akkor a a folyamat paraméterei a
kovetkezok: A\, = A (k=0,1,2,...), ue=p (k=1,2,...).

Vagyis az el6z6 részben kifejtettek alapjan a rendszerben 1évé igények szaméanak stacionarius eloszlasa:

k
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Px = Po <—) = Po0
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ha bevezetjiikk a o = A\/u jelolést. Ez a mennyiség olyan fontos szerepet jatszik a tomegkiszolgalasi rendszerek vizsgé-
lataban, hogy kiilon nevet adtak neki: a rendszer terhelése. Be lehet latni, hogy a pr-k akkor és csak akkor alkotnak
tényleg eloszlast (vagyis akkor teljesiil, hogy az Osszegiik 1), ha ¢ < 1. Ez részben eléggé kézenfekvs, mert ha o > 1,
azaz A > u, a rendszerbe nagyobb intenzitassal érkeznek az igények, mint ahogy kiszolgaljak &ket, akkor egyre tobb és
tobb varakozo igény lesz, a sor hossza egyre nagyobb lesz, nem alakul ki stacionarius eloszlas. Tegyiik ezért fel, hogy
a rendszer terhelése kisebb, mint 1. Ekkor egy végtelen mértani sor dsszegzésével ki tudjuk szamolni py-t:

o0 o0 1
_ _ k_
1= "pe=p > 0 =Py
k=0 k=0

azaz po = 1 — o, s igy p, = (1 — 0)o".
Ezek segitségével ki tudjuk szamolni példaul a rendszerben tartozkodoé igények varhato értékét:

N=Y kpp=(1-0) ko
k=0 k=0

A végtelen sorok dsszegképletével konnyen kiszamolhato, hogy N = %

Ha p = 1, az azt jelenti, hogy a rendszer kapacitasa teljesen ki van hasznalva, a beérkezések és a tavozasok
egyensulyban vannak. Azt varnank tehat, hogy ha egyre jobban kozelitiink alulrol g-val 1-hez (de persze nem érjiik
el, mert akkor nem létezne mar a staciondrius eloszlas), akkor egyre hatékonyabb lesz a rendszer. Ez azonban nem igy
van, mert ilyenkor N a végtelenbe tart, vagyis egyre hosszabb id6t kell eltoltenie egy igénynek a rendszerben. Ez azért
van igy, mert a véletlen ingadozas miatt a forgalom idénként nagyon megugorhat, és a feszitett kiszolgalds mar nem
tudja ezt ledolgozni.

Most nézziink példakat olyan teljesen exponencialis rendszerekre, ahol az alapesettdl eltérGen K < oo, illetve n > 1
(azaz 1-nél tobb kiszolgalo van, és a sor hossza korlatozott).

1. példa

Képzeljiink el egy telefonkozpontot, ahol n vonal, vagyis kiszolgalo egység van, és nincs varakozas, azaz elutasitasos

a rendszer. Igy a rendszerben tartozkodo igények szama 0, 1, 2, ..., n lehet, és természetesen sziiletési-halalozasi
folyamatot kovet. A sziiletési (beérkezési) intenzitas nem fligg a kiszolgalastol, tehat \o = A1 ==X, = A és A\ =0
ha k > n; a halalozasi (tavozasi) intenzitas pedig annal nagyobb, minél t6bb kiszolgalas folyik, ez pedig megegyezik
avval, ahdanyan a rendszerben vannak, tehat pr = kpha k=1,2, ..., n és ur =0, ha k > n. A stacionarius eloszlas
o0
(amely ebben az esetben mindig létezik, nem csak p < 1 esetén, mert ilyenkor Z D véges Osszeg):
k=0
)\k Qk
Pk = —k!ﬂkpo = Epo-
Eszerint
. ¢
Po = — és Pr = nk! k=1,2, ..., n.
k k
> G > G
k=0 k=0

A pp-nek kiilon jelentGsége van, ez a visszautasitas valoszintdsége, vagyis azé, hogy nem ad vonalat a kdzpont.
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Tegyiik fel, hogy egy egészen kicsi kdzpontunk van 4 vonallal (n = 4). Percenként 3 hivéas érkezik (A = 3), és egy
beszélgetés hossza atlagosan 2 perc (1/p = 2, azaz pn = 0,5). Ekkor a visszautasitas valoszintsége:

6 1

1 ~ 0,47 és Po =
! Gk 4 6k
> o P
k=0 k=0

pa = ~ 0,009,

vagyis az esetek kb. felében a kozpont nem ad vonalat, az pedig, hogy éppen senki nem telefondl, szinte soha nem
fordul el6. Egy telefontarsasag szamara érdekes kérdés lehet, hogy ha noveljiik a vonalak szamat, akkor mennyire javul



a kozpont teljesitménye, és ez milyen ardnyban van a plusz vonalak telepitési koltségével. Ilyen problémét vizsgalunk
a kovetkezd példaban.

2. példa

Nézziink egy autoszervizt, ahol n szerel6 dolgozik (6k a kiszolgald egységek), és a garazson kiviil, a szerviz udvaran

m auté varakozhat (K = m). Ekkor a rendszerben 0, 1, 2, ..., n + m igény lehet, a beérkezési, illetve tavozasi
paraméterek pedig \y, = A\, ha k =0,1, ..., n+ m, A\ = 0 kiilonben; pux = ku, ha k =1, 2, ..., n; ux = nu, ha
k=n+1,...,n+m és u =0 kiillonben. A stacionarius eloszlas:
,Qk
Pk = — Kt — k=0,1,...,n
PR R INC

és

il g)s

Dnts = nl n s=1,2, ..., m.

:|Fe —~

S hen Sy
Ha példaul kétoranként érkezik egy auto (A = 0,5), az atlagos javitasi id6 szintén két ora (u = 0,5), egy szerel6 van
(n=1), és 3 hely az udvaron (m = 3), akkor annak a valoszintsége, hogy egy javitasra hozott autot el kell utasitani,
illetve annak, hogy a szerelének nincs munkéja:

ps=0,2, illetve po =0,2,

vagyis minden 6t6dik autét el kell utasitani. A f6nok ezt soknak tartja, ezért felvesz egy masik szerel6t is. Nézziik,
hogyan véltoznak akkor a valdszintiségek:

ps~ 0,021 68 po~0,34.

Azaz ilyenkor mar csak minden 6tvenedik autot kell elutasitani, cserébe viszont a szerel6k az idejiik harmadaban nem
dolgoznak.

Az eddigiekkel talan be tudtuk mutatni, hogy milyen egyszertibb alkalmazasai lehetnek a sorbanéllas elméletének.
Természetesen ennél joval bonyolultabb rendszerek is 1éteznek. Aki mélyebb részletekre kivancsi, az olvassa el L. Klein-
rock Sorbandllds, kiszolgdlds (Bevezetés a tomegkiszolgdldsi rendszerek elméletébe) cimi konyvét (megjelent a Miiszaki
Kiadonal 1979-ben).

Kotnyek Balazs



