Posa Lajos tanar ur szakkorén kaptam a kovetkezd feladatot: Osszuk fel a természetes szamok halmazat két olyan
diszjunkt részhalmazra, hogy az egyikben ne legyen végtelen szamtani sorozat, a masikban pedig ne legyen harom
tagu szamtani sorozat. A feladatra létezik egyszeri és viszonylag kevés matematikai ismeretet igénylsé konstrukcio,
de én egy masik uton indultam el, amelyiken nem lehet eljutni az egyszerd megoldashoz. Megprobaltam egy olyan
természetes szdmokbol allé6 halmazt 1étrehozni, amelyben nincs harom tagt szdmtani sorozat, de barmely egész sza-
mokbodl allé végtelen szdmtani sorozatbol tartalmaz legalabb egy elemet. Ha ilyen halmaz létezik, ekkor ez a halmaz
és komplementerhalmaza kielégiti a feladat kdvetelményeit, mert ha a komplementerhalmaz tartalmazna egy végtelen
szamtani sorozatot, akkor a konstruédlt halmazunkban nem lenne egy elem sem ebbdl a végtelen szamtani sorozatbol.
Hosszas probélkozasok utan eljutottam egy olyan halmazhoz, amelyben a 4™ 4+ n alakt szadmok vannak, ahol n tetsz6-
leges pozitiv egész. Amikor megprobaltam bizonyitani, hogy ez a konstrukcié megfelel a feltételeknek, egy érdekes —
szamomra eddig ismeretlen — szadmelméleti tételt taldltam, amit be is bizonyitottam:

Tétel: Minden a, ¢ > 0 és b > 0 adott egész szamok esetén végtelen sok megolddsa van az alabbi kongruencianak:
a®*+x=0b (mod c)

(Ez a tétel azért érdekes szamomra, mert allitasa egyszert, és nincs kiilonosebb feltétel az adott szamokra. Szamelmeéleti
tételeknél altalaban szokott valami olyan feltétel lenni az adott szamokra, hogy kettd koziiliik relativ prim, vagy hogy
koziilik ketts legnagyobb k6z6s osztajanak tobbszorose egy harmadik. Ennél a tételnél nincs ilyen feltétel.)

Bizonyitas. Az a" mértani sorozat elemeinek c-vel valo osztasi maradéka egy idé utan ciklikus, mert egy szam
a-szorosanak maradéka csak a szam maradékatol fligg. Legyen a ciklus hossza (ahany szam ismétlsdik) d. Ekkor

™ =4’ (mod c)

minden k és elég nagy ¢ pozitiv egészre. Legyen e a d-nek és c-nek a legnagyobb kozos osztoja. Ebbdl kovetkezik, hogy
d tobbszorosei minden e-vel oszthaté maradékot felvesznek modulo c. Belatjuk, hogy ¢ > e. Az biztos, hogy e nem
lehet nagyobb, mint ¢, hiszen osztoja. Tegyiik fel, hogy ¢ = e. Ekkor d tobbszorose c-nek. Mivel a™-nek c-vel vald
osztasi maradékai a cikluson beliil nem lehetnek egyenléek (kiilonben révidebb lenne a ciklus), azért a ciklus hossza
legfeljebb ¢ (ennyi maradék van). Tehat ¢ = d. Igy valamilyen n-re ¢ oszt6ja a”-nek, mert minden maradék benne van
a ciklusban. Ez azt jelenti, hogy az 0sszes ennél nagyobb a-hatvany oszthato c-vel. Tehat d = ¢ = 1.

Az allitast ¢ szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az allitas nyilvanvaléan igaz, ha ¢ = 1. Feltessziik, hogy ¢ > 1,
és minden c-nél kisebb egészre igaz az allitds. Tehat e-re is, mert ¢ > 1 esetén ¢ > e. Tehat léteznek olyan elég nagy
ng, N1, N2, - .., Ne—1 Szamok, hogy

a" +n; =1 (mod e)

minden ¢ =0, 1, 2, ..., e — 1-re (annyira, hogy kozilik a legkisebbnél mar elkezdédik a™ ciklusa modulo c. Ilyen van,
mert indukcios feltevésiink szerint végtelen sok, tehat tetsz6legesen nagy n; is van). Ebbol kovetkezik, hogy

a4 kd=a™ +n; +kd  (mod c)

minden pozitiv k egészre,
a +n;=el+1

valamilyen [ pozitiv egészre, mert e osztoja c-nek; és kd felvesz minden e-vel oszthaté maradékot modulo c. Ekkor
a™it* 4 n; + kd elallit minden em + i alakt maradékot modulo ¢, ahol m tetszGleges nemnegativ egész, és k vegigfut
a nemnegativ egészeken. Mivel 7 végigfut a 0; 1; 2; ...; e — 1 szdmokon, azért a” + n elGallit minden c-vel vald osztési
maradékot. Tehat az a® + x = b (mod ¢) kongruencia megoldhat6é minden a, b és ¢ > 0 nemnegativ egészre. Ezzel az

allitast igazoltuk.
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