A linearis programozas egy alkalmazott matematikai tudomanyég, amely a geometriara, az algebrara, a kom-
binatorikara, a numerikus moédszerekre, a fiiggvénytanra és a szamitastechnikira tamaszkodik. Egzakt matematikai
megfogalmazasa a kdvetkezs.

A linearis programozas feladata

Lineéris egyenlétlenségekbdl és linearis egyenlGségekbdl allo feltételeknek eleget tevs xi1, ..., z, rendezett szam
n-esek koziil ki kell valasztanunk olyan rendezett szam n-est, amelyre egy elGirt lineéris (els foku) fliggvény a lehets
legnagyobb, illetve a lehet6 legkisebb értéket veszi fel. El6fordulhat, hogy feltételeink ellentmondasosak, tovabba az
is, hogy van ugyan a feltételeknek eleget tevs rendezett szam n-es, &m nincs véges nagysagu szélséérték. E két esetben
a gyakorlati feladatot rosszul fogalmaztuk meg. Ez a tény az esetek nagy részében nem donthetd el ranézéssel, hanem
csak a megoldéasi modszer alkalmazasa soran tlnik ki. Ezért a feltételek OsszeférhetGségének és a véges szélsGérték
létezésének az eldontését is a linearis programozas feladatahoz soroljuk.

Néhany linearis programozasra vezetd gyakorlati feladat

Szendvicskészités. Egy tarsasagi Osszejovetelre szendvicseket készitiink, mégpedig két fajtat. Ezek egy-egy
darabja az alabbi Gsszetételi:

L. fajta IL. fajta
2 dkg vaj 1 dkg vaj
2 dkg sonka 3 dkg sonka
3 dkg franciasalata 2 dkg sajt
1 szelet kenyér 1 szelet kenyér

Kenyér van otthon béven, am a tovabbi Osszetev6k mennyisége méar korlatozott. Rendelkezésiinkre all:

50 dkg vaj

80 dkg sonka

60 dkg franciasalata
40 dkg sajt

Célunk az, hogy a lehetd legtobb szendvicset készitsiik. Ha x1, illetve x2 jeloli az egyes szendvicsfajtakbol készitendd
mennyiséget, akkor feladatunk a kévetkezd:

(21 + z2), maximalizdland62z; + z2 < 50, feltéte, hogy2x1 + 3z9 < 80, 321 <60,220 < 40,21 > 0, 25 > 0.

A feladat megoldéasat grafikusan a kovetkez6 modon végezhetjiik el. Az 1. dbrdn a vonalkéizott sokszog jelenti
a sik azon pontjainak Gsszességét, amelyek eleget tesznek a feladat feltételeinek. Ezek koziil a legnagyobb x1 + x4
Osszeget szolgaltato pontot a kdvetkezd mddon valaszthatjuk ki: egy egyenlszara derékszogi haromszog alakt vonalzét
végigesusztatunk egy masik vonalzén, amely az x; tengellyel egybeesik — a 2. dbrdnak megfelel6 médon —, majd
megallunk akkor, amikor a vonalz6 atfogdjanak és a vonalkézott sokszognek még van kozos pontja, de a vonalzéd
akarmilyen kis tovabbhaladasa esetén ilyen k6z6s pont mar nincs. Esetiinkben ez az eljaras egyetlen pontot eredményez,
amely a

2x1 4+ x2 = 50,2z + 39 = 80

egyenesek metszéspontja. Innen adédik, hogy a legnagyobb x; + o Osszeget akkor kapjuk, amikorfJA programozasi
nyelvekben elterjedt szokas szerint a szamok tizedestort felirdsaban tizedespontot és nem tizedesvesszGt hasznalunk.
x1 = 17.5 és x5 = 15.

Az eredeti gyakorlati feladat megoldéasat csak kozelitleg kaptuk meg, hiszen 17.5 nem egész szam, fél szendvicset
pedig nem készitlink. Van moédszeriink arra is, hogy az =1, x2 ismeretlenekkel kapcsolatos fenti feltételeken kiviil még
ezekre az egész értékiség kovetelményét is elGirva, megoldjuk a feladatot. Ezzel a bonyolultabb kérdéssel e helyen
nem foglalkozunk. Megjegyezziik, hogy az egész értékiiség természetesen nem minden linearis programozasi feladatban
jogos kovetelmény, és még ha jogos is, elhanyagolhatjuk, ha nem tartjuk lényegesnek a meghatarozand6 darabszamok
ily médon adédo csokkenését vagy tullépését.

Ha az eredeti feladattal kapcsolatban az egész értékiiséget megkivanjuk, akkor — amint az az el6bbi grafikus
modszerrel konnyen adodik — harom, ugyanazt a maximumot szolgaltatd megoldast nyeriink. Ezek a kovetkezok:

T = 18,{E1 = 17,{E1 = 16, To = 14,{E2 = 15,{E2 = 16.

Optimalis termelési terv készitése. Egy teherautokat gyarto véllalat egyéves termelési tervet készit. Meg kell
hatarozni, hogy otféle autotipus mindegyikébsl mennyit gyartsanak egy év folyamén. A gyarnak van két nagyobb
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lizemegysége: a karosszériaiizem és a motoriizem, tovabbé 6t kisebb szerelGcsarnoka, mindegyik autétipus szamaéra
egy-egy. A karosszéria- és a motoriizem egy idében csak egy-egy autotipushoz gyart karosszériat, illetve motort; be kell
osztani tehat, hogy az egy év id6t hogyan hasznaljak fel az 6t autotipus szaméara. A szerelGcsarnokok egyméas munkait
nem tudjak atvéallalni.

Ha a karosszériaiizem csak egy autotipushoz gyartana karosszériat, akkor 10 000 db legyartasahoz rendre 1, 1.4, 2,
0.8 és 2.2 évre volna sziikség.

Ha a motoriizem csak egy autétipushoz gyartana motort, akkor 15 000 db legyartasahoz rendre 1, 1.6, 3, 1 és 2.6
évre volna sziiksége.

Az 6t szerelGesarnok kapacitasa évente 7500, 5000, 1000, 9000, illetve 3000 autd Gsszeszerelése.

Végiil megadjuk, hogy az egyes autotipusok egy-egy darabjanak eladasa révén a gyar tiszta haszna szaz dollaros
egységekben kifejezve 35, 45, 50, 30, illetve 40 egység.

Nem torédve azzal, hogy az autdk szama csak egész szam lehet, feladatunkat az alabbi médon fogalmazzuk meg:
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120,29 20,23 >0, 24 >0, x5
0
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A linearas programozasi feladat megoldasa

A lineéris programozasi feladat megoldasara mind a mai napig a Dantzig altal 1951-ben kozolt modszert alkalmazzak
leginkabbEA cikk elsg, 1979-es megjelenése 6ta természetesen tobb mas modszert is kidolgoztak, de ezek ismertetésére
itt nem tériink ki.. Ennek egy egyszeri variansat fogjuk ismertetni.

A feladat feltételeinek eleget tevs xq, ..., x, rendezett szam n-eseket megengedett megolddsoknak nevezzik. A
tovabbiakban feltessziik, hogy feladatunk olyan alakt, hogy csupan az xz; > 0, ..., x,, > 0 feltételekben all egyen-
l6tlenség, az egyéb feltételekben pedig egyenlGség, kozelebbrdl: linearis egyenlGség. A szendvicses feladat numerikus
megoldasa el6tt majd példat mutatunk arra, hogy mi modon lehet a feladatot a most emlitett, an. kanonikus (egy-
ségesitett) alakra hozni, ha az eredetileg nem volt ilyen. Még azt is feltessziik, hogy az egyenlGséges feltételek dn.
kifejezett alakiak bizonyos ,yvaltozokra” nézve, amin azt értjiik, hogy mindegyik egyenléséges feltételben van olyan
valtozo, amely a tobbiekben nem szerepel (masképpen kifejezve: a tobbiekben zéréd egyiitthatoval szerepel). Ilyen pl.
az alabbi feltételrendszer:

(1) 10—27 — 324+ 225 =0,15— 29 —4a4 + 25 = 0,16 — 3 + 324 — 625 = 0,

amely kKifejezett az x1, x2, xz3 valtozokra nézve. A Kkifejezett valtozokat mas néven bdzisvdltozoknak is nevezzik.
Még azt is feltessziik, hogy ha a bézisvaltozoktol kiilonboz6 tobbi valtozé helyébe zérot helyettesitiink, akkor az
egyenlGségekbdl a bazisvaltozok szaméara automatikusan adodé értékek nemnegativak. A fenti példaban pontosan ez
a helyzet, ugyanis x4 és x5 helyébe zéroét téve, az 1 = 10, o = 15, x3 = 16 adodik.

Ha a kanonikus alaki feladat eredetileg nem ilyen, akkor is ilyen alakira hozhato, feltéve, hogy egyaltalan van
megengedett megoldda, amint azt a késGbbiekben megmutatjuk.

Most egy olyan feladattal foglalkozunk, amelyben maximumot keresiink. A minimum-feladat erre visszavezethetd,
ha a minimalizadland6 kifejezést (—1)-gyel megszorozzuk. A maximalizalando kifejezést célfiggvénynek, a legnagyobb
célfiiggvényeértéket ado megengedett megoldéast — ha ilyen egyaltalan van — optimdlis megolddsnak nevezziik. Altalaban,
ha egy halmaz minden eleméhez egyértelmtien hozzarendeliink egy szamot, akkor ezt a hozzarendelést fiiggvénynek
nevezziik. Most a feltételek altal meghatarozott x1, ..., x, rendezett szam n-esek mindegyikéhez rendeliink hozza
egy-egy szamot, ily modon alkotjuk meg a célfiiggvényt. Példaul az (1) és az alabbi

(2) I1205$220;$3207I4205I520

nemnegativitasi feltételeknek eleget tevs x1, xa, T3, T4, x5 rendezett szamotdsokon értelmezhetjiik az alabbi célfiigg-
vényt:

(3) z = —06x1 — T2 + bx3 — 2524 + 3T7x5.

Az (1) egyenlGségekbdl az 1, xo, x3 valtozok szamara adodo kifejezéseket (3) jobb oldalan a megfelels helyekre behe-
lyettesitve a célfiiggvényre olyan alak adodik, amelyben x1, x2, z3 mar nem (vagy ha agy tetszik, zéro egyiitthatoval)
szerepel, mégpedig:

(4) Z = 5+7{E4—6I5.

Azt a feladatot, amelyben a (4) célfiiggvény maximalizalando6 az (1) és a (2) feltételek mellett, az alabbi alakban irjuk
fel:
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2120, 22 >0, 23>0, 4 >0, x5 > 0.

A feladatot a konstansok és az egyiitthatok alabbi tablazatdbol egyértelmiien rekonstrualhatjuk:

€ To &3 T4 x5

z ‘ 5 ‘ 0 0 0 -7 6 ‘
1 ‘ 10 ‘ 1 3 -2 ‘
T2 ‘ 15 ‘ 1 4 —1 ‘
T3 ‘ 16 ‘ 1 -2 6 ‘

1. tabla

A tablaban a zérok kifrasa vagy elhagyasa tetszés szerint torténhet. A tabla bal oldalon a kifejezett valtozokat és a
célfiiggvény fiiggs valtozojat irjuk fel, a tabla tetején pedig felsoroljuk valamennyi véaltozot. Most két tételt emlitiink
meg, amelyeket a linearis programozasi feladat megoldasakor hasznalunk fel.

1. tétel. Ha a tabla fels§ sordban all6 szadmok — az els6t nem szdmitva — mind nemnegativak, akkor a kifejezett
valtozokat a mellettiik allo konstansokkal, a tobbi valtozot 0-val egyenlévé téve, a feladat optimaélis megoldéasat nyerjiik.
A tétel igaz voltat az (5) feladat egy modositottjan szemléltetjiik. A modositas abban 4ll, hogy az x4 egyiitthatojat
a célfiiggvényben megvaltoztatjuk, —7 helyett 7-et irunk a zarojelen beliil, midltal az Gj célfiiggvény a kovetkezs lesz:

z2=05—"Txy — 6x5.

Minthogy x4 > 0, z5 > 0, azonnal adédik, hogy z < 5; és a z = 5 célfiiggvényértéket valéban megkapjuk, ha
x4 = x5 = 0, tovdbba x1 = 10, o = 15, x3 = 16.

2. tétel. Ha a tabla fels§ soraban — az els6 szamot nem szamitva — van olyan negativ szam, hogy az alatta 4llo
szamok mind nempozitivak, akkor a célfiiggvény nem korlatos feliilr6l, azaz akarmilyen nagy szamnal nagyobb értéket
felvesz alkalmas megengedett megoldas esetén.

Ezt a tételt is az (5) feladat egy modositottjan szemléltetjiik. A modositas most abban all, hogy az els6 és a masodik
egyenlGséges feltételben a zardjelen beliil x4 egyiitthatojat 3 helyett (—3)-ra, illetve 4 helyett (—4)-re véaltoztatjuk. Az
igy nyert feladatban valasztunk egy tetszéleges x1, xa, 3, T4, T5 megengedett megoldast; x4-et noévelve, az egyenlGségek
érvényben tarthatok az z;, xo, x3 bazisvaltozok értékeinek alkalmas megvalasztasaval, mikozben a nem bazisvaltozok
értékét nem valtoztatjuk (most az x5 tartozik ebbe a kategoriaba). Ekzben a célfiiggvény értéke minden hataron tul
né, vagyis tényleg nem korlatos felilrsl.

A fenti két tételben két kiilonbozd tipust tablarol van szd. Van egy harmadik tipus is, amelyben a fels6 sorban —
az els6 szamot kihagyva — van negativ szam, és az alatta all6 szamok kozott van legalabb egy pozitiv. Mindegyik tabla
a harom kategoria valamelyikébe tartozik. Az (5) feladathoz tartozo 1. tdbla a harmadik csoportba tartozik.

Ekkor eljarasunk a kovetkezs: a bazisvaltozok valamelyikét megsziintetjiik mint bazisvaltozot, helyette egy olyan
valtozo, mely eddig nem volt bazisvaltozo, azzé valik. Az 4j bazisvaltozo céljara minden olyan valtozd megfelel, amely-
nek a célfiiggvényben a kerek zarojelen beliili egyiitthatoja negativ. Ezek koziil tetszblegesen kivalasztunk egyet bejovd
valtozo gyanant; am a kimend valtozd meghatarozasa mér nem tetszéleges. Ezt ugy kell megvalasztanunk, hogy a
célfiiggvényben szerepld konstans lehetSleg novekedjék, de legalabbis ne csokkenjen, a feltételek konstansai pedig
maradjanak nemnegativak az j béazisvaltozk esetében. Mindkét célt elérjiik, ha vessziik azokat az egyenlGséges felté-
teleket, amelyekben a bejovs valtozo — zardjelen beliili — egyiitthatoja pozitiv, majd meghatarozzuk mindegyik ilyen
egyenldségen beliil a konstans tag és a bejovs valtozo egyiitthatéjanak a hanyadosat és amelyik egyenlGség esetében
ez a hanyados a legkisebb, annak a bazisviltozdja lesz a kimend valtoz6. Ezek utan az elgbbi moédon kivalasztott
egyenlGséges feltételt a bejovs valtozo egylitthatojaval végigosztjuk, majd a célfliggvénybdl és a tobbi egyenlGséges
feltételbdl ugyanezt a valtozot kikiiszoboljiik az Gj béazisvaltozohoz tartozo egyenlGséges feltétel alkalmas konstansszo-
rosainak hozzaadéasaval. Megjegyzendd, hogy az 1j feltételek a régiekkel egyenértékiek, a célfiiggvény pedig semmit
nem valtozik értékében, csak alakjaban, hiszen csupan zérét adtunk hozza.

Bar a fentiek alapjan nagyjaboél vilagos, hogy hogyan nyerjiikk az 4j tablat a régibdl, a teljesség kedvéért ezt a
szabalyt roviden Osszefoglaljuk. Ha az zj valtozd bejon a bazisba, z; pedig kimegy a bazisbol, akkor:

az Uj tabldban xj, sorat ugy nyerjiik, hogy a régi tdblaban az x;-nek megfelel§ sort végigosztjuk azzal az elemével,
amelyik az zj oszlopaban all;



az Uj tabla minden egyéb sorat ugy szarmaztatjuk, hogy a neki megfelels, régi tablabeli sor = oszlopaban allo
elemével az Gj tabla zp-nak megfelel§ sorat elemenként végigszorozzuk, majd az igy kapott sort elemenként levonjuk
a régi tablabeli sorbol.

Alkalmazzuk a fent leirt lépést az (5) feladatra. Csak egy negativ szam van a tabla felsd soraban az utols6 6t
pozicidéban, ez x4-hez tartozik, tehat x4 bejon. Minthogy

min(10/3, 15/4) = 10/3

és a minimumot az elsé egyenlGséges feltételben kapjuk, ezért x; a kimend bazisvaltozo. Az 1j feladatot sziikségtelen
kiirni, elég az 4j tabla megadasara szoritkozni, ez pedig a kovetkezé:

xr1 T2 xrs3 T4 T
sz | o3 0 0 0 43|
e 03] 13 0 0o 1 23 |
w| 53 —43 1 0 o 53 |
es| 683 ] 23 0 1 0 143 |

2. tdabla

kovetkezs:
./L'1::E5:0, {E4:10/3. ,’E2:5/3, 1'3:68/3.

Ezt a modszert nevezik Dantzig moédszerének.

Ha Dantzig modszerének végrehajtasa soran a tabla bal fels§ sarkaban allo szam allandéan novekszik, akkor soha
nem térhet vissza a bazisvéaltozok egy olyan Osszessége, amely kordbban mar szerepelt. A kifejezett valtozok ugyanis
a teljes tablat és igy a bal fels§ sarokban all6 elemet is egyértelmien meghatarozzak. Minthogy pedig csak véges sok
kiilonb6z6 modon lehet a kifejezett valtozokat kivalasztani, az eljarasnak véges sok lépés utan be kell fejezédnie, vagy
az 1. vagy a 2. tételnek megfelel§ tabla elérésével. Ha a 2. tételnek megfelels tablahoz jutunk, akkor nyilvan rosszul
fogalmaztuk meg az eredeti gyakorlati feladatot, ahhoz kell tehat visszatérniink.

Most a szendvicskészités példajanak megoldasat mutatjuk be. Az eredeti feladat négy egyenlGtlenséges feltételéhez
segédvdltozokat vezetiink be ugy, hogy a négy feltétel mindegyikében egyenléség dlljon fenn. Az 4j feladat a kovetkezd:
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E feladatnak nyilvan akkor és csak akkor van megengedett megoldasa és véges optimuma, ha az eredeti feladatnak, és az
optimumértékek (a célfiiggvények értékei az optimalis megoldasokon) egyenlk. Segédvaltozoinknak ,fizikai” jelentést
is tulajdonithatunk. Ezek megadjak a megmaradé vaj, sonka, franciasalata és sajt mennyiségét. Segédvaltozoink még
abban is segitenek benniinket, hogy maris van egy kifejezett valtoz6 rendszeriink.

A (6) feladatot elsbb az (5) feladatnak megfelels alakra hozzuk:
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2120, ©2>0, 23>0, 24 >0, x5 >0, x¢ > 0.

Az ehhez tartozo tabla, majd a megoldasi modszer alkalmazésa révén ado6do tovabbi tablak a kovetkezdk:

T To xs3 Xy X5 Te

z ‘ 0 ‘ -1 -1 0 0 0 0 ‘
T3 ‘ 50 ‘ 2 1 1 0 0 0 ‘
T4 ‘ 80 ‘ 2 3 0 1 0 0 ‘



es| 60 | 3 o o o 1 0]
1

T ‘ 40 ‘ 0 2 0 0 0 ‘
1. tabla
X1 T2 X3 X4 Ts5 Ze
z ‘ 20 ‘ 0 -1 0 0 1/3 0 ‘
T3 ‘ 10 ‘ 0 1 1 0 —2/3 0 ‘
Ty ‘ 40 ‘ 0 3 0 1 —2/3 0 ‘
T ‘ 20 ‘ 1 0 0 0 1/3 0 ‘
T ‘ 40 ‘ 0 2 0 0 0 1 ‘
2. tabla
€ To X3 T4 x5 Te
z ‘ 30 ‘ 0 0 1 0 -1/3 0 ‘
To ‘ 10 ‘ 0 1 1 0 —2/3 0 ‘
Ty ‘ 10 ‘ 0 0 -3 1 4/3 0 ‘
T ‘ 20 ‘ 1 0 0 0 1/3 0 ‘
Tg ‘ 20 ‘ 0 0 -2 0 4/3 1 ‘
3. tabla
xr1 X2 xs3 T4 T5 Te
z ‘ 65/2 ‘ 0 0 1/4 1/4 0 0 ‘
To ‘ 15 ‘ 0 1 -1/2 1/2 0 0 ‘
s ‘ 15/2 ‘ 0 0 -9/4 3/4 1 0 ‘
T ‘ 35/2 ‘ 1 0 3/4 —1/4 0 0 ‘
Tg ‘ 10 ‘ 0 0 1 -1 0 1 ‘
4. tabla

Az optimalis megoldas a kovetkezs: 1 = 17.5, 9 = 15, 23 = 0, 4 = 0, 5 = 7.5, x¢ = 10. Eszerint a vajat és a
sonkat teljesen felhasznéljuk, franciasalatabol marad 7.5 dkg, sajtbol pedig 10 dkg.

Vegyiik észre, hogy az egymast kovetd tablak tetején mindig az Gsszes valtozod szerepel ugyanabban a sorrendben,
mig az bal oldalon a bejévé valtozé mindig a kimend valtozéd helyére keriil, a tobbi valtozd azonban helyben marad.

A lexikografikus maédszer

Az el6z6 szakaszban targyalt megoldasi modszer esetében nincs garancidnk arra, hogy véges sok lépéssel eljutunk
az 1. vagy a 2. tételnek megfelels allapothoz. Ismeretesek olyan példék, amelyekben néhany lépés utan visszajutunk
ugyanazokhoz a bazisvaltozokhoz, amelyekbdl kiindultunk. Azt mondjuk, hogy ekkor az eljaras ciklizal. A késGbbiek-
ben ismertetni fogjuk Beale [1] példajat, amely megmutatja, hogy a ciklizalas lehetséges, el6bb azonban a ciklizalas
elkeriilésére vonatkoz6é modszert targyaljuk. A moédszer lényegében Charnes-tél szarmazik, &m annak egy elegansabb
véltozata.

A ciklizalasra akkor keriilhet sor, amikor a kimend véltozd meghatarozasa nem egyértelmi, mert a megalkotott
hanyadosok minimuma t6bb sor esetében is fellép. Ilyen esetben a kovetkezs tablaban a bal oldalon all6 oszlopban
legalabb egy zérus keletkezik. Az ezt kovetd tablaban a bal fels6 sarokban all6 elem biztosan valtozatlan marad, és ha
ez sorozatosan el6fordul, fennall a ciklizélas veszélye.

Miel6tt a modszert ismertetnénk, bevezetjilk a lezikografikusan pozitiv (L-pozitiv) rendezett szam n-es fogalmat.
Minthogy n értéke a targyalds soran mindig ismert lesz, és a rendezett szam n-eseink egymaéas mellé egy sorban



elhelyezett szadmokboél allnak majd, elég lesz egyszertien csak L-pozitiv sorokrél beszélni. Egy sort akkor neveziink
L-pozitivnak, ha az elemek kozott van zérustél kiillonbozs, és balrél jobbra haladva az els6 nem zérus elem pozitiv.
Ilyen pl. az alabbi, 6t elembdl alkotott sor:

(0, 0, 2, —10, 0),

viszont nem ilyen az aldbbi:
(=2, 100, 0, 1, 4).

Ha két egyenls szamu elembdl alkotott sor esetében az els6bdl a méasodikat elemenként levonva L-pozitiv sort kapunk,
akkor azt mondjuk, hogy az elsé lexikografikusan nagyobb, mint a masodik. Példaul a

(-2, 3, 1, 4, 5)
sor lexikografikusan nagyobb, mint az aldbbi
(_27 27 87 57 _4)7

ugyanis az elemenként vett kiilonbség a
(05 17 _75 _15 9)

L-porzitiv sort eredményezi.

Egy kifejezett alaku lineéaris programozasi feladathoz tartozo tablat lexikografikusan pozitivnak (L-pozitivnak) ne-
veziink, ha annak masodik és ez alatti 0sszes tobbi sora L-pozitiv. Ebben a cikkben az eddig felirt valamennyi tabla
L-pozitiv.

A ciklizalas elkeriilésére vonatkozo tn. lexikografikus szabdly (L-szabdly) a bejovs valtozd ismeretében mindig
egyértelmien dont a bal széls6 kimend valtozo fel6l. A bejovs valtozora vonatkozo szabaly valtozatlan, tetszés szerint
valaszthatunk egy negativ elemet a felsG sorban, a bal szélsé elemtdl eltekintve. A kivalasztott elemnek megfelels
valtozo bejon. Ezutan a tablaban a most kivalasztott elem alatti pozitiv (zérus nem lehet!) elemekkel rendre elosztjuk
azokat a sorokat, amelyekben ezek a pozitiv elemek allnak (vigyazzunk, a teljes sorokat kell osztani, a bal széls6 elemek
most nem hagyhatok el!), majd vessziik az igy kapott sorok koziil azt, amelyik a lexikografikusan legkisebb. Az ennek
a sornak megfelels valtozo6 fog kimenni, ezt nevezziik L-szabalynak.

Az L-szaballyal kapcsolatban megemlitjiik, hogy véges sok kiilonb6z6, de ugyanannyi elembdl all6 sor kozott mindig
van egy és csakis egy lexikografikusan legkisebb, ami azt jelenti, hogy ezt a tovabbiak aké&rmelyikébdl elemenként
levonva, mindig L-pozitiv sort kapunk. Ennek az éllitasnak a belatasat az olvasora bizzuk. A mi vizsgalatainkban
csakis olyan tabla fordul el6, amelynek a masodik és ez alatti sorai paronként nem aranyosak, ugyanis ha z; kifejezett
véaltozo, akkor abban a sorban, amely z; mellett van, taldlhat6 egy 1-es olyan helyen, hogy annak oszlopdban minden
egyéb elem zérussal egyenld.

Az L-szabéaly alkalmazésakor megkivanjuk, hogy L-pozitiv t4blabol induljunk ki. Ez konnyen elérhets, ha valtozo-
inkat atszdmozzuk oly moédon, hogy a bazisvaltozok az els6k legyenek, tehat m szami bézisvaltozd esetén éppen xq,

.., Tm legyenek azok. Ez esetben ugyanis a bal oldalon a bazisvaltozok melletti szamok koziil ha egyesek zérussal
egyenldk is, soraikban az els6 nem zérus elem (+1)-gyel lesz egyenld, tehat a tabla L-pozitiv lesz.

Konnyen belathaté, hogy ha L-pozitiv tablabol indulunk ki, és a kimend valtoz6 meghatarozisidra mindig az
L-szabalyt alkalmazzuk, akkor minden tovabbi tabla L-pozitiv lesz, a legfelsé sor pedig dllanddan lexikografikusan
novekszik. Ezt nemsokara Beale péld4jan szemléltetjiik, ahonnan az allitas altaldnos érvénye vildgosan latszik majd.
Most csupéan leszogezziik, hogy a legfelsé sor allandé L-ndvekedése miatt egyetlen bézisvaltozé-rendszer sem térhet
vissza (mert akkor a legfelss sor is visszatérne, &m egy sor nem lehet egyenld egy nala lexikografikusan nagyobb
sorral), ahonnan kévetkezik, hogy véges sok lépés utan az eljaras véget ér vagy az 1., vagy a 2. tételnek megfelel§
allapot elérésével. Ezt az eredményt tételszerden is megfogalmazzuk az aldbbi médon:

3. tétel. A lexikografikus modszer véges sok lépéssel véget ér.

Most pedig bemutatjuk Beale példajat. El6bb a lexikografikus médszert alkalmazzuk, hogy lassunk erre vonatkozo
példat. Azutan pedig megmutatjuk, hogy az eljaras ciklizadlhat, amennyiben csupéan az el6z6 szakaszban ismertetett
modszert alkalmazzuk. A linedris programozasi feladat (az altalunk megkivant alakban) a kovetkezo:

maximalizidlando
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Az ehhez a feladathoz tartozoé tabla a kovetkezd:

T To T3 T4 x5 T6 Z7
z‘ 0 \ 0 0 0 —3/4 20  —1/2 6 \
ol o] 1 0 0 1/4 -8 ~1 9 |
xg‘ 0 ‘ 0 1 0 1/2 —12 —1/2 3 ‘
xg\ 1 \ 0 0 1 0 0 1 0 \
1. tabla

A fels6 sorban (—3/4)-et kivalasztva, alatta két helyen taldlunk pozitiv szamot, ezek: 1/4 és 1/2. Azt a sort, amelyikben
1/4 all, végigosztjuk 1/4-del, azt a sort pedig, amelyikben 1/2 all, végigosztjuk 1/2-del. Ilyenformén az alabbi sorokat
kapjuk:

(8) (0, 4, 0, 0, 1, —32, —4, 36),(0, 0, 2, 0, 1, —24, —1, 6).

Minthogy a két sor koziil az als6 lexikografikusan kisebb, ezért xo megy ki. Helyébe x4 jon be.

Lassuk most egy kicsit részletesebben, hogy miért novekszik a fels6 sor lexikografikusan, és miért lesz L-pozitiv az
1j tabla. Az aj felss sort ugy kapjuk meg, hogy a mostani fels§ sorbol levonjuk zo soranak a (—3/4)/(1/2) szammal
elemenként vett szorzatét, azaz hozzaadjuk a felsé sorhoz xo soranak 3/2-szeresét. Minthogy xo sora L-pozitiv, ebbdl
azonnal adodik, hogy a felsd sort ezéltal lexikografikusan megnoveltiik.

A lexikografikus novekedés abbol adodik, hogy a negativ —3/4 all a fels6 sorban a sarokelem felett. Ha a sarokelem
oszlopaban mashol negativ szam allna, akkor az 4j tablaban ugyanezen megfontolas alapjan a megfelels sor lexikogra-
fikusan megndéne, tehat az Gj tablaban ez a sor L-pozitiv maradna. Ez az eset most nem fordul el6, csak a teljesség
kedvéért emlitjiik.

Ha a sarokelem oszlopdban valamelyik szam 0, akkor az a sor, amelyikben ez a 0 all, nem valtozik. Eszerint ez a
sor is L-pozitiv marad. Esetlinkben ilyen az x3 valtozo6 sora.

Az 4j tablaban x4 sora oly modon kaphato meg a régi tablabeli zo-hoz tartozo sorbol, hogy ezt 1/2-del végigosztjuk.
Az j sor tehdt L-pozitiv.

Végiil ami z; sorat illeti az Gj tdblaban, ez éppen az L-szabaly alkalmazasa miatt lesz L-pozitiv. Ugyanis x; 1]
sora egyenl$ az alabbival:

(0, 1, 0, 0, 1/4, =8, —1, 9) — (1/4)/(1/2)(0, 0, 1, 0, 1/2, —12, —1/2, 3) =
=(0,1, 0,0, 1/4, -8, —1, 9) — (1/2)(0, 0, 1, 0, 1/2, —12, —1/2, 3),
ez pedig L-pozitiv, minthogy (8)-ban a felss és az alsé sor kiilonbsége L-pozitiv. (Amikor valamely sor zardjele elé egy

szamot irunk, ez azt jelenti, hogy a sor minden eleme ezzel a szammal végigszorzando.) Ezek utan a masodik tabla a
kovetkezs:



T i) T3 T4 I5 Te xT7

z ‘ 0 ‘ 0 3/2 0 0 2 —5/4 21/2 ‘

xl‘ 0 ‘ 1 -1/2 0 0 -2 -3/4 15/2 ‘

x4‘ 0 ‘ 0 2 0 1 —24 -1 6 ‘

CCg‘ 1 ‘ 0 0 1 0 0 1 0 ‘
2. tabla

Vegyiik észre, hogy a felsé sor lexikografikusan nagyobb, mint az 1. tdbla felsé sora. A 2. tabldban az L-szabaly nem jut
szerephez, mert egyediil z¢ johet be, és egyediil z3 mehet ki. A harmadik és egyben az optimaélis megoldast szolgaltatd
tabla igy alakul:

T X9 X3 X4 x5 Tg Z7
z ‘ 5/4 ‘ 0 3/2 5/4 0 2 0 21/2 ‘
T ‘ 3/4 ‘ 1 —1/2 3/4 0 -2 0 15/2 ‘
x4‘ 1 ‘ 0 2 1 1 —24 0 6 ‘
1‘6‘ 1 ‘ 0 0 1 0 0 1 0 ‘
3. tdbla

Az optimalis megoldas tehéat a kovetkezs: 1 = 3/4, 2o =0, 23 =0, 24 =1, 25 =0, 2z = 1, 27 = 0.
A ciklizalas lehetGségét az alabbi tablak sorozata mutatja:

X1 X9 xs Xy x5 Te Z7
Slo] o 0 0 34 20 12 6|
alo| 1 0 o 14 s 19|
.’L’g‘ 0 ‘ 0 1 0 1/2 —12 —1/2 3 ‘
] 1] 0 0 1 0 0 1o |
1. tdbla
€ To X3 x4 x5 Te T
ol 3 0 0 0 4 72 33
wlo| 4 o o 1 32 4 36|
.’L’g‘ 0 ‘ -2 1 0 0 4 3/2 —15 ‘
1’3‘ 1 ‘ 0 0 1 0 0 1 0 ‘
2. tabla
€1 X2 T3 T4 x5 Te X7
Z‘ 0 ‘ 1 1 0 0 0 -2 18 ‘
1’4‘ 0 ‘ —12 8 0 1 0 8 —84 ‘
x5‘ 0 ‘ —1/2 1/4 0 0 1 3/8 —15/4 ‘
1’3‘ 1 ‘ 0 0 1 0 0 1 0 ‘
3. tabla

Z1 T2 x3 T4 Ts5 Te Z7




z ‘ 0 ‘ -2 3 0 1/4 0 0 -3
xg‘ 0 ‘ —3/2 1 0 1/8 0 1 —21/2
x5‘ 0 ‘ 1/16 -1/8 0 —3/64 1 0 3/16
x3‘ 1 ‘ 3/2 -1 1 -1/8 0 0 21/2
4. tabla
T To T3 T4 x5 Ze Z7
z ‘ 0 ‘ —1 1 0 -1/2 16 0 0 ‘
x(;‘ 0 ‘ 2 —6 0 —5/2 56 1 0 ‘
x7‘ 0 ‘ 1/3 -2/3 0 —1/4 16/3 0 1 ‘
CCg‘ 1 ‘ —2 6 1 5/2 —56 0 0 ‘
5. tabla
€ X2 X3 Ty x5 Ze Z7
z ‘ 0 ‘ 0 -2 0 —7/4 44 1/2 0 ‘
T ‘ 0 ‘ 1 -3 0 —5/4 28 1/2 0 ‘
el 0] 0o 13 0 16 -4 -6 1|
x3‘ 1 ‘ 0 0 1 0 0 1 0 ‘
6. tdbla
T To T3 T4 x5 T6 Z7
z ‘ 0 ‘ 0 0 0 —3/4 20 -1/2 6 ‘
T ‘ 0 ‘ 1 0 0 1/4 -8 -1 9 ‘
xg‘ 0 ‘ 0 1 0 1/2 —12 -1/2 3 ‘
x3‘ 1 ‘ 0 0 1 0 0 1 0 ‘
7. tabla

Indul6é bazisvaltozék keresése

A szendvicskészités példajaban kénnyd volt induld bazisvéaltozokat talalni. A bevezetett segédvaltozok megfeleltek
e célra. Nem mindig van ilyen konnyd dolgunk. Ha a (6) feladatban a jobb oldalon akar csak egy szém is negativ
volna, méris bajban volnank, hiszen kikotottiik, hogy a nem bazisvaltozokat zérussal egyenlévé téve, a bazisvaltozok

szamara adodo értékek nemnegativak legyenek.

Az indul6 béazisvaltozok keresésének altalanos modszere az un. kétfdzisi mddszer. Olyan feladatbol indulunk ki,
amelyben a valtozok nemnegativitasi feltételein kiviil minden tovabbi feltétel egyenlGséges. Ilyen pl. az alabbi feladat:

feltéve, hogy

maximalizdlando
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A kétfazisa modszer elsd fizisdban 6nkényesen bevezetiink minden egyenlGséges feltételhez a bal oldalon egy to-
vabbi valtozot, ezeket mesterséges vdltozoknak nevezziik. Ezutan elGirjuk, hogy ezek is nemnegativak legyenek, és
megfogalmazzuk azt a feladatot, amely a mesterséges valtozok Osszegének minimalizaldsdban all, vagy ami ugyanaz,
maximalizdlando a mesterséges valtozok Osszegének (—1)-szerese. A fenti feladat esetében ily modon a kovetkezSkre
jutunk:

maximalizdlando
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ahol
X5 és xg a mesterséges valtozok. E feladat megoldasa:
T ) xs3 X4 X5 Te
z‘ -17 ‘ -5 -8 -5 -3 0 0 ‘
x5 7 ‘ 1 2 3 2 1 0 ‘
Zg ‘ 10 ‘ 4 6 2 1 0 1 ‘
1. tabla
€ To T3 T4 x5 Te
z ‘ -11/3 ‘ 1/3 0 —7/3 -5/3 0 4/3 ‘
x5‘ 11/3 ‘ -1/3 0 7/3 5/3 1 -1/3 ‘
1'2‘ 5/3 ‘ 2/3 1 1/3 1/6 0 1/6 ‘
2. tabla
T To T3 T4 x5 T6
z‘ 0 ‘ 0 0 0 0 1 1 ‘
e 17 | 7 0 1 57 37 —1/7 |
1'2‘ 8/7 ‘ 5/7 1 0 —1/14 -1/7 3/14 ‘
3. tabla

Optimalis megoldashoz és egyben 1j bazisvaltozokhoz érkeztiink. A 3. tabla alapjan a feladat egyenlGséges feltéte-
leinek 1j, a korabbiakkal egyenértékd alakja a kovetkezs:

(11)11/7

T3

5/7%4

—1/7%1



87
( 5/7$1

T2

1/14%4
1/7$5

3/14%6)

Haitt

X5 és xg helyébe zérot helyettesitiink, akkor a (9) feladat egyenlGséges feltételével egyenértéki feltételeket kapunk,
amelyek kifejezettek az xo, x3 valtozokra nézve. Ezzel az elsé fazis véget ér, kovetkezik a mdsodik fdzis. Ez abban &ll,
hogy a (11) feltételekbdl ily modon nyert feltételekhez hozzavessziik a nemnegativitasi feltételeket, tovabba az eredeti
célfiiggvényt és megoldjuk a feladatot. A mésodik fazis feladatanak alakja tehéat:

maximalizdlando
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I120,$220,$3207$420.

Amsodik f zisegylpsbenbe fejezdik, azoptimlismegolds :

X1 = 0, Xro = 13/10, I3 = 0, rg4 = 11/5

Az eredeti valtozokat a mesterséges valtozokkal szemben | fizikai vdltozoknak” is szokas nevezni.

A kétfazisia modszerrel kapcesolatban még a kovetkezdket fontos tudni.

Ha az els6 fazis befejezdik és az optimumeérték 0-tol kiilonbozonek adodik, akkor ez azt jelenti, hogy az eredeti
feladatnak nincs megengedett megoldasa.

Ha az els6 fazis végén az optimumérték O-val egyenld, de marad mesterséges valtozd a béazisvaltozok kézott, akkor
az utolsd tablaban a bal oldali oszlopban a mesterséges valtozok melletti szamok sziikségszerden 0-val egyenldk.
Ilyenkor el6szor is a bazison kiviili mesterséges valtozokat a feladatbol egyszerten elhagyjuk. A béazisban bennmaradt
mesterséges valtozokat pedig megprobaljuk egymés utan fizikai valtozokra kicserélni. A csere utén ezeket a mesterséges
valtozokat is egyszertien elhagyjuk majd. Ha pl. az els6 fazis végén a bazison kiviili g, x7, xg mesterséges valtozok
elhagyasa utan az alabbi feltételekre jutottunk:

2x1 4+ 3x0+ 23 =6,—21 +bxo + x4 = 8,407 — 920+ 25 = 9,21 — 4o + 29 = 0,

ahol xg a bazisban bennmaradt mesterséges valtozo, akkor a legalsé sor segitségével eliminaljuk pl. z;-et a fels6 harom
sorbol. Ezaltal x9 kimegy a bazisbol, x; pedig bejon. Ilyen csere csak akkor nem volna lehetséges, ha az utolsé sorban z;
és xo egyiitthatoi zéroval lennének egyenl6k. Képzeljiik el, hogy ez kovetkezett be. Ekkor azt a konzekvenciat vonjuk le,
hogy az eredeti, mesterséges valtozokkal még el nem latott feladatban az utolso feltétel az elsé harom feltétel alkalmas
konstansszorosainak Osszegeként all els, vagyis az utolso feltétel felesleges. Altalaban, ha az x, mesterséges valtozo
nem tavolithato el a bazisbdl egy fizikai valtozé behozatalaval, akkor az eredeti feladatban felesleges az a feltétel,
amelyhez az x,.-et vezettiik be. Az els6 fazis végén tehat a felesleges egyenlGségeket is felfedezziik.
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