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1. Kerestessék eqy két szamjelbdl dllo szdm oly modon, hogy ha azt hdromszor egymds mellé irjuk és azutdn még
1-et drunk melléje, oly 7 szamjeld szamot kapunk, mely teljes kob.

Legyen z a keresett szam és n® a 7 szamjelbsl allo teljes kob. Ekkor

101010z + 1 = n® 1)
és
10° < n? <107 2)

A 2-b6l kovetkezik, hogy az n 100 és 100v/10, vagyis 100 és 215 kozott fekszik.
Az 1)-b6l kovetkezik, hogy n® 1-gyel végzédik, ami csak gy lehetséges, ha n is 1-gyel végzédik. Kiilonben az 1)
alatti egyenlet még a kovetkez6 alakra hozhato:

101010z = n — 1

vagy
101010z = (n — 1)n(n+1)+n —1 3)

A 3) baloldala és a jobb oldal els6 tagja 30-czal oszthatd. Ugyanis 101010 = 30 - 3367, n — 1 0-sal végzédik, mert
n feltétel szerint eggyel végzidik és végre harom egymaésra kovetkezs szam koziil egy mindig oszthatd 3-mal.
Kell tehat, hogy n — 1 is oszthat6 legyen 30-czal. Vagyis

n—1=30k 4)
De 30-nak tobbszorosei, melyek 99 és 214 kozott fekiisznek, a kovetkezok:

120, 150, 180, 210

Tehat az n egyediil a kdvetkezok kozt keresendd:

121, 151, 181,  211.

Ezeknek kobei ismét a kovetkezdk:
1771561,

3442951,
5929741,
9393931.
Latjuk tehat, hogy csupan n = 211 felel meg a feladatnak és a keresett z = 93.

2
2. Mily positiv egész értéket kell a p-nek tulajdonitanunk, hogy a pil hdnyados egész szim legyen? - Taldljuk
p

meg azon N egész szamokat, melyeknek nincs mds torzstényezdjik, mint 2 és 3 és melyek azon tulajdonsdggal birnak,
miszerint N2 osztéinak szdma 3szorosa az N osztdi szamdnak.



Irhatjuk, hogy:
p+2:(p—1)+3:1+ 3 -
p+1 p—1 p—1

Hogy a hanyados egész szam legyen, kell, hogy p — 1 a 3-nak osztéja legyen, amibél kovetkezik, hogy

p—1=1 és p=2
vagy
p—1=3 és p=4

Az N = 2P37 szam osztoinak a szama (p + 1)(¢ + 1); az N? = 2?32 gz4m osztéinak a szama (2p + 1)(2¢ + 1).
A foladat értelmében tehat
Cp+1DR2¢+1) =30+ 1(g+1)

vagy
Pg—q=p+2
s igy
p+2
q=—7
p—1

De latjuk, hogy p csak 2 és 4 lehet és ugyanekkor ¢ 4 és 2. A keresett szamok tehéat
N =223 =324
N =23 =144
3. Hatdroztassék meg x azon foltételbdl, hogy az 5 alaki egész szamot 7812500 szdm eldzi meg, melyeknek 5*-nel

kézos osztojuk mincs.

Olyan szam, mely 5-tel oszthato és az 5%-nél kisebb 5°71 van. Az
5v _ 5ol _ 4. 5ol

kiilombség adja tehat azon szamok szamat, melyeknek 5%-nel kozos osztojuk nines. Igy tehat:
4571 = 7812000

5771 = 1953125 = 5°.

Ebbél kovetkezik, hogy
r—1=09.

azaz
x = 10.

4. Szamittassék ki valamely haromszog hdarom oldala, ha tudjuk, hogy az oldalak mérdszdmai és a terilet mérdszama
egész szamok és a mondott sorrendben szamtani haladvdnyt alkotnak.

Ha z a haromszog kozépsé oldalanak mérGszama és y a szamtani haladvany kilémbsége, az oldalak, illetleg a
teriilet rendre a kovetkezsk:
r—y,, I+y,$+2y

A teriilet kifejezve az oldalak altal a kovetkezs:

\/ 322(z + 2y) (x — 2y)
16

és a feltevés értelmében

3x2 2 -2
iy = [EETE %)

vagy
(172 T+ 2 T —2

Minthogy = + 2y > 0, mert x > 0 és y > 0, az utébbi egyenlet mindkét oldala oszthaté = + 2y-nal. Lesz tehat az
utobbi:

_ 32%(z — 2y)

x+ 2y 16



mibdl
3z3 — 16

Y7 9322 1 16)

1)

Hogy y egész szam lehessen, kell, hogy tort alakjaban a szamlalé paros legyen, mert a nevezg is paros. De a szadmlalo

csak gy lehet paros, ha maga az x is paros. Irhatjuk tehat, hogy
T =2z
Ezen értéket az 1)-be helyettesitve, nyerjiik a kovetkezs egyenletet:
323 — 4z
Y=535-71
32244

vagy
8z

2_322—1—4

Minthogy y-nak positivnak kell lennie, nyerjiik a 2)-bsl miszerint:

’y:

322 —42>0
vagy
322 —-42>0
s igy
z>1
8
Hogy y egész szam lehessen kell, hogy ﬁ egész szdm legyen, mi akkor lehetséges, ha
z
82>322+4
vagy
2(8—=3z) >4
De ugyanekkor
3z <8
vagyis
z2<3

A 4) és ) feltételt egyidejiileg azonban csak a z = 2 egyenlet elégiti ki. Ebb6l kovetkezik, hogy:

r=4
y=1
és a keresett haromszog oldalai és teriilete rendre:
3, 4, 5, 6
ALGEBRA.

5. Oldassék meg a kivetkezd negyedfoki egyenlet:

(x —1)(z —2)(x — 3)(x — 4) = 120.

Ha megszorzom az els6 tényez6t az utolsoval és a masodikat a harmadikkal, az egyenlet a kovetkezd alakot olti.

(2% — 5z +4)(2* — 5z + 6) = 120
Vagy
(2% — 52 +5) — 1][(2® — 5z + 5) + 1] = 120
(z* — 5z +5)% —1 =120

Ebbésl
22 —5x+5=+V121



mely két meghatarozott masodfokt egyenletet szolgaltat:
Ezek
2> —5r—6=0

22 —5x+16=0

Az els6nek gyokei a kovetkezdk:

¥=-1 2'=6
a masodikéi pedig.
. 5+ +v/—39
=

6. Az ABCD derékszogi paralelogramma oldalai o kévetkezék: AB = 2a és AC = h. Taldltassék az EF = AC
egyenesen, mely AC-vel pirhuzamos és a paralelogrammdt két eqyenld részre osztja, oly M pont, hogy az AM + M B+
MF ésszeq mazimum vagy minimum legyen.

Jeleljiikk EM-et x-szel. Az AM + M B + MF kifezés ekkor a kovetkezd alakot 6lti:

y=2Va2+22+h—z 1)

A (h — x)-et a bal oldalra hozva és négyzetre emelve, nyerjiik a kovetkezs egyenletet:
(w+y—h)? =4(a® +27) 2)
vagy kifejtve ezt és x-nek fogyo hatvanyai szerint rendezve:
322 —2(y —h)x +4a®> — (y—h)*> =0 3)
Hogy y valos értékeinek z-nek is valos értékei feleljenek meg, kell hogy:
4(y — h)? —48a® +12(y — h)* > 0
vagy
(y — h)* > 3a* 4)
Minthogy pedig y — h > 0 a 4) alatti egyenl6tlenség még a kovetkezs alakra hozhato:

y—h>aV3

y2h+a\/§

3 3
Ha y = h + aV/3, akkor z-nek értéke a 3)-bol %. Ha tehat h > %—, akkor y = AM + M B + M F minimum és

érteke h + av/3.

7. Egy g6zkazdn dll eqy hengerbdl, mely két végén egy-eqy félgombbel végzddik. Ha a henger hosszdt és szélességét
gy vdltoztatjuk, hogy azért az egész kazan hossza vdltozatlan marad, kérdés a henger mily méretei mellett lesz a kazdn
térfogata mazximum?

Legyen [ a kazan hossza, x as y rendre a henger &tmérGje és magassaga. A kazan térfogata

2\’ 1
V—7T<§> Y+ 671':1:3

Vagy minthogy y =1 —=x

7TI2

Hogy a V maximumat meghatarozhassuk, elegendd az
22(31 — )
kifejezés maximumat meghatarozni. De e kifejezésnek a kovetkezs alakja van

a:pyl

holy=3l—x, p=2,g=1¢ésx+y =3l



De az xPy? kifejezésnek maximumat, ha x + y = 31 = allando, akkor kapom, ha

azaz a jelen esetben, ha

vagyis ha x = 2.
3

l
Ha tehat = a 0-tol 2Il-ig novekedik, V is a 0-tél a 7T——ig novekedik és itt maximumat éri el. Csakhogy z-nek

legnagyobb értéke a feladat értelmében legfeljebb [ lehet, s igy V' az absolut maximumot sohasem éri el; mindamellett
l
aV =" érték a relative legnagyobb érték, melyet az adott koriillmények mellett elérhet. Ekkor a kazan gémbalakd

lesz.
*) Lasd a "Kozépiskolai Math. Lapok" els6 évfolyamaban a 44. oldalon a III. Theorémat.

TRIGONOMETRIA.

1 1
8. Ha 2cos ¥ = u+ —, akkor egyidejileg 2 cos nd = u™ + —, barmily egész szam legyen is n.
U u

Tegyiik fel, hogy n = 2. Ekkor
2c0s20 = 2cos? ¥ — 2sin? ¥

20829 = 4cos? 9 — 2

1\2
2cos219—<u+—) -2
u
9 1
2cos29 =u —|—2—|——2—2
u

1
20829 = u? + —
u

Allitasunk tehat helyes, ha n = 2; hogy altalanos érvényességét bebizonyithassuk minden egész szamra nézve, csak
azt kell kimutatnunk, hogy érvényes marad n + 1-re, ha érvényes volt n-re. Vagyis igaz, hogy

1

_ . n+1
2cos(n+1)0 =u +u”+1’

ha igaz volt, hogy

1
2cos nd = u" + —
u
De
cos(n + 1) = cos nv cos ¥ — sin nd sin ¥
Tovabba
1
sin ¥ = v1 —cos2d = Em_
1
=5 (u - —>\/—1.
2 U
Hasonloképpen
9= ! V=1
sin nd = 5 .
Tehat

. )(+1)+
Al ) ()

Egyszertsitve az utobbi egyenletet, kapjuk a kdvetkezét:
1
+1

1
cos(n + 1)9 —Z<u"

N | =

cos(n +1)0 =

mely tételiinket igazolja.



KITUZOTT FELADATOK.

9. Talaljunk 3 szamjeqybdl dllo szamot, gy, hogy a tizes helyen és az egyes helyen dllo szamgegyek szorzata egyenld
legyen a baloldali két szamgjegybdl dllo szammual.

10. Taldljunk egész szamot, hogy 5-ik hatvdnydnak és 2-ik hatvdnya 3-szorosdanak kilombsége egyenld legyen 216-tal.
11. Taldljunk 6 szamjegybdl dllo szdmot, mely teljes négyzet és az marad, ha a szamjegyek sorrendjét megforditjuk.

12. Taldljunk 4 szamjegybdl dllo teljes négyzetet, tudvdn, hogy a két elsd szamjegybdl d@llo szam eggyel mailja felil a
két utolso szamgjegybdl allo szamot.

13. Adva van az ABC hdromszdg, melynek AB alapja egyenld a-val, magassdga h-val; vonjuk DE egyenest pdr-
huzamosan AB-vel és D és E-b6l DD’ és EE' merdlegeseket AB-re. Forgassuk a hdromszoget AB alapja koril. Mily
x tdvolsdgban kell a DE || AB egyenest hizni, hogy a DED'E’ parelelogramma korilforgdsa dltal szdrmazé henger
térfogata egyenld legyen R sugard gémb térfogatdval. Discutdlandok x elfogadhato értékes.

14. Egy M pont leirja egy ellipszisnek a két csicspontja kézt foglalt ivét. A fél nagytengely hossza a €és a kis fél
tengely hossza b.

Vizsgdltassanak meg az xy és x + y mennyiségek valtozasai, ha x és y az M pontnak a kis- és nagytengelytdl valo
tdvolsdgait jelentik.

15. Ha x a 2w-nél kisebb positiv ivet jelent és a adott positiv szam, hatdroztassanak meg x-nek azon értékei, melyek

sin 3x +a sin 2x +2sin x =0
egyenletet kielégitik.

16. Oldassék meg a kivetkezd egyenletrendszer:
tanz tan y = a 1)
sin® z +sin?y = b2

Az a és b mely értékeinél lehetséges a probléma?

ARITHMETIKA.

9. Tuldljunk 3 szdmjegybdl dllo szdmot, gy, hogy a tizes helyen és az egyes helyen dllo szamgjegyek szorzata egyenld
legyen a baloldali két szamjegybdl allo szammal.

Legyen a keresett haAromjegyt szam
100z + 10y + 2

akkor feltétel szerint
yz=10x+y

vagy
y(z —1) = 10z.

Ha az y(z—1) szorzat egyik tényezGje paros, a mésik okvetleniil egyenls 5-tel, mert egyik tényezs sem lehet nagyobb
9-nél, tovabb4a nem lehet mindketts egyszerre paros vagy egyenld 5-tel.
Ha y =5, z — 1 péaros, azaz z paratlan és nagyobb lévén az 1-nél, egyediili értékei a kovetkezsk:

és a megfelel6 megoldasok:
153, 255, 357, 459.

Ha z — 1 =5, vagyis z = 6, akkor y péaros és kovetkez6képpen egyike e szamoknak:

A miésik négy megoldas tehat a kovetkezs:
126, 246, 366, 486.

A feladatot megoldottdk: Heymann Tivadar, féredlisk. VIII. o. t. Gyér, Imre Janos fégymnasiumi VIII. o. t. Nyir-
egyhdza.

10. Talaljunk egész szdmot, hogy 5-1k hatvanydanak és 2-ik hatvanya 3-szorosdanak kilombsége eqyenld legyen 216-tal.



Feltétel szerint:
x5 — 32?2 = 216,
vagy
(2 — 3) = 216.
216 oszthato lévén harommal 2% vagy x> — 3 szintén oszthaté 3-mal; egyik feltétel kiilomben magaban foglalja a
mésikat. De z csak 3 lehet, mert 3 minden tobbszorosénél 2° — 322 nagyobb a 216-nal.

A feladatot megoldottik: Heymann Tivadar és Imre Jdnos.
11. Taldljunk 6 szamjegybdl dllo szdmot, mely teljes négyzet és az marad, ha a szamjegyek sorrendjét megforditjuk.

Legyen N a keresett szam és N’ a megforditott szam; legyen tovabba N = p?. Minden négyzet csak 0, 1, 4, 5, 6
vagy 9-re végzddvén, kell, hogy az N szdm els§ szamjegye is ezen szamok egyike legyen, kiildmben az N’ nem lehetne
teljes négyzet.

Minthogy

N = al0® + b10* + ¢10% + d10% + 10 + f
és
N’ = f10° + 10* 4+ d10% + ¢10 + b10 + q,
N+ N' = (a+ £)10° + (b + €)10* + (c + d)10°+
+(d+¢)10® + (e + b)10+ f+a

De ezen szamnél a pdros helyeken all6 szamjegyek Gsszege egyenls a pdratlan helyeken all6 szamjegyek Osszegével,
azaz
(a+f)+(c+d)+(e+b)=0b+e)+d+c)+ (f+a)

vagyis N + N' =k - 11.
Két teljes négyzet 0sszege azonban csak akkor oszthaté 11-gyel, ha mindegyik kiilon-kiilén oszthato 11-gyel és igy

N=m-11
és
p=mn-11
Minthogy pedig N hatjegyd szam
10° < N < 106,

316 < p < 1000.

Masrészt minthogy N vagy 1, vagy 4, vagy 5, vagy 6, vagy 9-czel kezddédik, N csak a kovetkezs hatarok kozt
fekhetik:

100000 €s200000
400000 és 700000
900000 és1000000.
316 < p < 448
vagy
632 < p < 837
vagy végre

918 < p < 1000.

Latjuk tehat, hogy p oly tobbszordse a 11-nek, mely a fonntebbi hatarok kozt fekszik.

Hogy a tovabbi keresést megkonnyitsiik, jegyezziik meg, miszerint ha N els6 szamjegye 5, N utolsé szamjegye
szintén 5; és minthogy minden 5-re végz&ds teljes négyzetben a tizes helyen allé szamjegy 2, az N masodik szamjegye
ez esetben szintén 2 és igy

520000 < N < 530000

vagy
721 <p <729

Minthogy ezen hatarok kozott egyediil 726 tobbszorose a 11-nek és ennek négyzete nem felel meg a feladatnak,
kimondhatjuk, hogy N nem foglaltatik 500000 és 600000 k6z6tt és p nem fordulhat el6 708 és 774 kdzott és nem is
végzbdhetik 5-tel. Jegyezziik meg tovabba, hogy ha valamely teljes négyzet utolsé szamjegye 1, 4 vagy 9, a tizes helyen



all6 szamjegy péaros és ha az utolsé szamjegy 6 az utolso-el6tti paratlan. Ha tehat N els6é szamjegye 1, 4 vagy 9, a
mésodik paros, mig ha az els6 6 a masodik paratlan.
Ugyanis 1, 4 és 9-czel a kovetkezd alakt szamok négyzetei végzddnek:

10g+1, 10¢+2, 10¢+3
és ezek
100¢> +10-2¢ +1, 100¢* pm10-4qg4, 100¢*> +10-6¢ + 9

mig 6-tal a kovetkezd alakd szadmok végz&dnek
10g =4

melyek négyzete
100% £ 10 - 8¢ 4 16 = 100¢* + 10(£8¢ + 1) + 6,

a mivel fentebbi allitasaink igazolvak.
Mindezek utan csak a kovetkezs 11-gyel oszthaté szadmok johetnek tekintetbe:

319, 330, 352, 407, 429, 638, 649, 682, 693, 836, 990,

melyek koziil
330, 836 és 990

elégitik ki a feladatot. Ezek négyzetei ugyanis

108900, 698896, 980100
és ezek megforditva szintén teljes négyzeteket szolgéaltatnak.

12. Taldljunk 4 szamjegybdl dllo teljes négyzetet, tudvdn, hogy a két elsd szamjegybdl d@llo szam eggyel mailja felil a
két utolso szdmgegybdl dllo szamot.

Ha z-szel jel6lom a két utolsé szdmjegybdl 4llé szamot, a probléméat megoldd egyenlet:
100(x +1) + 2 =92

mely igy is irhato:
101z = y? — 100 = (y + 10)(y — 10)

Minthogy 101 t6rzsszam vagy y + 10 vagy y — 10 oszthaté 101-gyel. De minthogy 2 4-szamjegy( szam, y legfeljebb
két szamjegyt. Az egyediil lehetséges feltevés tehat az, miszerint

y+ 10 =101
és ebbdl
y=91
melynek négyzete: 8281 kielégiti a feladatot.
ALGEBRA.

13. Adva van az ABC hdromszog, melynek AB alapja egyenld a-val, magassdga h-val; vonjuk DE egyenest pdr-
huzamosan AB-vel és D és E-b6l DD’ és EE' merdlegeseket AB-re. Forgassuk a hdromszoget AB alapja koril. Mily
x tdvolsdgban kell a DE || AB egyenest hizni, hogy a DED'E'’ parelelogramma kérilforgdsa dltal szdrmazdé henger
térfogata egyenld legyen R sugari gémb térfogatdval. Discutdlandok x elfogadhaté értékes.

Tegyiik fel, hogy DD’ = z. A feladat értelmében fennall a kovetkezs egyenlet:

onx? + 2rxDE = 47 R?

vagy
22+ zDFE = 2R2.

Hogy kiszamithassuk DFE értékét, vegyiik figyelembe a CDE és C'AB hasonl6 haromszogeket, melyekb6l kovetkezik,
hogy

DE h—ux
a  h
vagy
DE:a(h—:E)

h



A probléma egyenlete tehat a kdvetkezs:

h—
2% + az(h — z) W ?) =2R? 1)
vagy
(a — h)x® — ahz +2hR* =0 2)

A probléma természetébdl kovetkezik, hogy x-nek csak oly értékei johetnek tekintetbe, melyek valésak, pozitivok és 0
és h kozott foglaltatnak. Az els6 feltételt kifejezi az

a’h? — 8(a — h)hR* > 0 3)
egyenl6tlenség. A méasodik és harmadik feltételt kielégiti egyidejtileg a 2) alatti egyenlet egy gyoke, ha
f(0)- f(h) <0 4)

hol f(0) és f(h) azon értékeket jelentik, melyek a 2) alatti egyenlet baloldalabol keletkeznek, ha benne x-et 0, ill. h-val
felcserélem; mind a két gyoke, ha egyidejileg fennéll a kovetkezd egyenlétlenség:

f(0)- f(h) >0 5)
és b
a
0< — < h. 6
< 2(a—h) < )
Ha h > a, az 1) gyokei R barmely értékénél valosak; ha azonban h < a, csak akkor, ha
a’h
RP< —
~ 8(a—h)

E szerint vizsgalatunkban harom {6 esetet kiillomboztetiink meg a szerint, amint i nagyobb, egyenls, vagy kisebb az
a-nal.

1°. h > a. — Minthogy f(0) = 2R?h és f(h) = h(2R* — h?) és a gyokok félosszege, ah : 2(a — h) a jelen esetben R
béarmely értékénél negativ, positiv gyok csak egy lehetséges, még pedig akkor, ha

2R*h*(2R* — h?) <0

azaz, ha
h2
R? < —
2

2R?
20 h=a. - Ekkor z = — és ez akkor megfelel§ érték, ha kisebb a h = a-nél; vagyis, ha

3%, h <a. - A gyokok akkor valosak, ha

R2 < a’h
= 8(a—h)

Hogy mindketts, vagy csak egyik felel-e meg a feladatnak, az f(h) el6jelétol fligg csupan, mert f(0) > 0. De
f(h) = h(2R* — %)

és a jelen fGesetben 3 alesetet kiilomboztetiink meg a szerint, a mint f(h) § 0.
Minthogy az (a — 2h)? > 0 feltétleniil fennall6 egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy
h? a?
2 “8a—n

és ha ugyanekkor f(h) < 0, azaz

R < —
<3

0 és h kozé csak egy gyok esik, még pedig minthogy

ah

a—n) "



azaz mindkét gyok positiv, a gyokok kisebbike. Ha

h2
R*=—
2
akkor

f(h) =0

azaz h az 1) alatti egyenlet gyoke és a henger egy CH = h sugart korlapra redukalodik.

A maésodik gyok ez esetben

ah h?
= — h =
2 a—h a—h
és csak akkor felel meg, ha kisebb a h-nal, azaz ha
h2
h
a—h <
2h* < ah
a
h< —
< 2
Ha végre
h? a’h
~ < R?
y S 8(a—h)
két megoldas van, vagy egy sincs, a szerint, a mint
ah
—— <>h
2(a—h)
azaz a
h< 3

Osszefoglalds: A problémanak egy megoldasa van, ha

h2
R* < —
< 5
kettd, ha
a h? a?h
h < = : — <RZ< -
<3 % TSN SR

14. Egy M pont leirja egy ellipszisnek a két csicspontja kézt foglalt ivét. A fél nagytengely hossza a €és a kis fél

tengely hossza b.

Vizsgdltassanak meg az xy €s x + y mennyiségek valtozasai, ha © és y az M pontnak a kis- és nagytengelytdl valo

tdvolsdgait jelentik.

L. Tegyiik fel, hogy
Y=x+y.

Az ellipszis egy pontjanak koordinatai kozt a kdvetkezd relaczio all fenn;

£C2 2

y
St 1=0.

Szamitsuk ki 2)-b6l y értékét és helyettesitsiik az 1)-be; lesz akkor
b

Y =x+4+—-va?— a2
a

Kérdés, mi torténik Y-nal, ha z értéke xp-tol z1-ig novekszik?

Legyen Yy és Y7 az Y értéke x = z¢ és x = z1-nél; akkor az Y7 — Y) kifejezés értéke a kovetkezd:

b
3:1—3:0—0—5(\/@2—1:%—\/@2—33%)

2 _ .2
b r] —xf

a/a? —af +/a? —af

vagy

Ty — o —




mely kiilombség még a kovetkezs alakban irhato

(Il_%)(l b 21 + 70 >

a\/a% — 22 + /a2 — 2
Az Y1 — Y kiilombség pozitiv, zérus vagy negativ, a szerint a mint az

Y1 -Y

1 — 2o
hanyados pozitiv, zérus vagy negativ. De ez ut6bbi
1 b X1 —|— Zo
a\/a% — 22 + /a2 — 2

az x1 — xo kiilombség barmily csekély, tehat a zérusndl is. Ha tehat 1 = xg = x akkor

Yi1-Yy ava®-—2%2—-0bx
m =
1 — Xo ava? — x2

Y' =1

vagy
v at — (a2 + b?)a?

- ava? — r2(ava? — 22 + br)

Minthogy = 0 és a hatarok kozt valtozik,\/a? — x2 mindig valés és a gyok pozitiv értékeinél az Y’ nevezSje mindig
pozitiv. ElGjele tehat pusztan a szamlaloétol fiige. A szamlald nagyobb, egyenld vagy kisebb a zérusnal, a szerint, a

mint
2

< a
SVere
Az Y véltozasainak tablazata tehat a kovetkezo:
a2

x| o N a

Y'| + ) -

Y| b Va2+b? a
2 2

vagyis, ha az x 0-t0l -ig novekedik Y b-t6l /a2 + b%-ig szintén novekedik, mig ha x -t61 a-ig

a a
Va2 + b2 VaZ + b2
tovabb névekedik, Y \/a? + b%-t6l a -ig fogy, vagyis Y-nak /a2 + b? mazimuma.

Az M pontot, melynél Y értéke maximum, kévetkezSképpen szerkesztjiik meg. Legyenek az ellipszis nagy tenge-

lyének végpontjai A és A’, kis tengelyének végpontjai B és B’. Ekkor

a2 a2
= s AB

Vigyiik fel az OB egyenesre az OD = AB hossztsagot és kossiik ossze D-t A’-tel. A’-ban emeljiink merdlegest
A’ D-re, mig az OB’-et E-ben metszi. OF a keresett x,,, tavolsag.
Ugyanis a DA’E derékszogt haromszoghdl folyik, miszerint

A'0?> =0D -OF

vagyis o ,
a
OF="%D = an
I1. Tegyiik fel, hogy
Y =zy. 3)

Ezen egyenlet a 2) tekintetbe vételével a kovetkezs alakot nyeri:

melybdol




Ez utobbinak elGjele az

a? 9
— -2

2
elGjelétol fiigg. A kovetkezs tablazat mutatja xy valtozasait:

a2 ab

Ha z = 2, = ——, 2y = — = maximum. Az z,, szerkesztése igen egyszeri. Az OA felezési pontjabol C-bdl,

mint kézéppontbol leirjuk az OC = AC sugart kort. A C' pontban merglegest emeliink OA-ra. E meréleges és a kor
metszéspontjainak barmelyike az O-t6l a keresett x,, tavolsagra van.

TRIGONOMETRIA.

15. Ha = a 27-nél kisebb positiv fvet jelent és a adott positiv szdm, hatdroztassanak meg r-nek azon értékei, melyek

sin 3x +a sin 2x +2sin x =0
egyenletet kielégitik.

Az adott egyenlet a kovetkezd alakban irhato:
(sin3x + sinx) + (asin 2z + sinx) = 0
Az els6 tag
sin3z + sinx = sin 2z cosx + cos 2z sinx + sinx
=sin 2z cosx + sinz (1 + cos 2z)
= sin2z cosz + sinz(1 + cos? 2 — sin® z)
=sin2z cosz + 2sinz cos®x
= 2sin2x cosx
2

=4sinx cos“x

A maésodik tag
a sin2x +sinz = sinz(l 4 2a cosz)

és igy az egész egyenlet a kovetkezd alakot olti:
sinz(4cos®x + 2a cosx +1) =0
Egy els6 megoldés sinxz = 0, mibél
z=0 vagy T=T7

Masrészt az
f(cosx) =4cos?z +2a cosz+1=0

egyenlet minden gyoke, mely —1 és +1 kozott foglaltatik = szamara két megoldast szolgaltat, u. m.
a—t és 27 —a —t.

melyek positivok és 2m-nél kisebbek.
Hogy az f(cosz) = 0 egyenlet egy gyoke kielégitse e feltételt, sziikséges és elegendd, miszerint

fF(=1)f(+1) <07
azaz
(5—2a)(5+2a) <0
mely minthogy a > 0 egyenértéki ezzel:

>5
a> =
2

Hogy mind a két gyok kielégitse a feltételt, kell, hogy egyidejtileg fennalljanak a kévetkezs relacziok:



(5—2a)(5+2a) 20 1)

40> - 1620 2)
a
-1<——x1 3
<-7< )
E feltételek azonban csak akkor vannak egyidejtleg kielégitve, ha
5
2<a< -

Ha tehat 0 < a < 2 az egyenletet csak az x = 0 és z = 7 értékek elégitik ki.
*) Lasd "méasodfoku egyenlet diszkusszioja" czimi czikket a "Kozépisk. Math. Lapok" els6 évfolyamaban.

16. Oldassék meg a kivetkezd egyenletrendszer:
tanz tan y = a 1)
sin? z +sin?y = b2
Az a és b mely értékeinél lehetséges a probléma?

A 2) alatti egyenlet a kovetkezs alakban irhato:

tan? x tan?y 9
1+ tan?x 1+ tan?y

)

vagy kifejtve ezt és tekintetbe véve az 1)-et,
tan? z + a” + tan®y + a® = b*(1 + tan® z + tan® y + a?),
melybdl kovetkezik, hogy
2a% — b2(1 + a?)
b2 —1 '

Az 1) és 3) egyenletek alapjan tan® x és tan®y a kovetkezd masodfokt egyenlet gydkei:

tan’® z + tan> Y=

2a% — b2(1 + a?)

2 _
1 X +a"=0.

X% -
Hogy ezen egyenlet tan? x és tan? y részére elfogadhaté értékeket szolgaltasson, szikséges és elegendd, miszerint gyokei
valdsak és pozitivok legyenek.
A valossag feltétele:

—4a% >0,

2a — b*(1 + a?)
b2 —1

[2a(a +1) = b*(a+1)*)[2a(a — 1) = b*(a = 1)°] 2 0;

ha ezen egyenletet elosztjuk az
(a+1)*(a —1)?

2a 2a
-0 ——-b*) 20. 4
(a—|—1 )(a—l )_ )

Minthogy a gyokok szorzata a® positiv, ez utobbiak akkor lesznek positivok, ha 6sszegiik

pozitiv értékkel, lesz beléle:

2a% — b%(1 + a)

>0
b2 —1
vagyis b minden értékénél, mely a
2a? ) 1
és
a?+1

hatarok kozé esik. ) )
2 2

Ha a 4) alatti egyenl6tlenség baloldalan all6 mennyiségben b2 helyébe %—et teszek, az negativ lesz és igy %

a a

2a ) 2a
és
a+1 a—1




kozott foglaltatik.
Hasonléképpen meggy6zédhetiink, miszerint 1 e két utébbi mennyiség altal hatarolt intervallumon kiviil fekszik.
Az egyediili értékei b®>-nek, melyek a problémat kielégitik az

2a 2a
1, —— 6 1, ——
(’a+1) * (’a—l)

intervallumok ko6zos értékei kozt keresendsk.
Ha tekintetbe vessziik a

2a _17a—1

a+1 a+1
és a

2a _1:a+1

a—1 a—1

kiilombségeket, azt latjuk, hogy az els6 intervallum a mésodikban foglaltatik, ha a positiv. Ha a negativ, a masodik
intervallum foglaltatik az elsGben.

ANALYTIKAI GEOMETRIA.

17. Adva van egy kipszelet legdltaldinosabb egyenlete dltal és két pont: M (zo,v0), és N(z',y'). Feltéve, hogy M pont
dllando, mily mértani helyet ir le az N, ha az M N bdarmely helyzeténél a kiupszeletet két egybeesd pontban vdgja?

Legyen a kupszelet legaltalanosabb egyenlete:
Ax? +2Bry + Cy? +2Dx +2Ey + F =0 1)
A MN egyenes egy tetszés szerinti pontjanak L-nek coordinatai:

ro + A" yo + Ay
14X 7 14X

és hogy L a kupszeleten fekiidjék, kell, hogy coordinatai az 1)-be helyettesitve, azt azonosan kielégitsék. Elvégezve a
helyettesitést és az egyenletet A fogy6 hatvanyai szerint rendezve, ez a kovetkezé alakot nyeri:

PN 4+2QA+R=0 2)
hol
P = Ax? + 2B’y + Cy? + 2Daz"? + 2By + F
Q = (Azo + Byo + D)z’ + (Bzo + Cyo + E)y’ + (Dzo + Eyo + F)
R = Ax} + Baoyo + Cyi +2Dxo + 2Eyo + F

Hogy az M N egyenes a kipszeletet két egybeesé pontban messe, kell, hogy a 2)-nek két egyenls gyoke legyen. Ennek
feltétele:
Q*-~PR=0 3)

mely egyszersmind a keresett mértani hely egyenlete.
Ha ezt 2’ és ' szerint rendezziik, kapjuk a kovetkezot:

az’ + 202’y + cy’? + 2da’ + 2y’ + f =0 4)
hol

a=a’>—RA, b=af—RB, c=#>-RC

d=ay—RD, e=fy—RE, f=+°>—-RF
mikor is

a=Azxg+ Byo+ D
B=Bxog+Cyo+ F
vy = DIEO + Eyo + F
A 4) alatti egyenlet egyiitthatoinak részletes alakja
a=(B? - AC)ys +2(BD — AD)y, + (D* — AF)

b= (AC — B®)xoyo + (AE — BD)xg + (CD — BE)yo + (DE — BF)
c=(B?— AC)x3 +2(BE — CD)x + (E* — CF)



d = (AE — BD)zoyo + (BE — CD)yi + (AF — D*)xo + (BF — DE)yo
e = (BD — AE)x2 + (CD — BE)zoyo + (BF — DE)zo + (CF — E?)yo
f = (D* = AF)a} 4+ 2(DE — BF)aoyo + (E* — CF)y}
mig ez utébbi még a kovetkezd alakban is irhato:
(az’ +by' + d)z’ + (b’ + cy’ + )y’ + (da’ +ey' + f) =0 5)
Ha ebbe az egyenletbe 2’ és 3y’ helyébe
T+ x0ésy + Yo

iratik, vagyis a coordinatarendszert Snmagaval parhuzamosan eltolom, mig kezdépontja az M (xq, yo) pontba esik, az
5) a kovetkezs alakot nyeri:

(ax? + 2bzy + ¢ + 2awg + by + d)x + 2(bxo + cyo + ¢)y+

+(axo + byo + d)xo + (bxo + cyo + e)yo + (dwo +eyo + f) =0 6)

Az a, b, ¢, d, e és f részletes értékeinek belehelyettesitése mellett a kovetkezs egyenletek:
axg+byo+d=20

bro +cyo+e=0 7)
dro+cyo+ f=0

identikusan ki vannak elégitve s a 6) végre a kovetkez$ egyszeri alakot nyeri:
az? 4+ 2bzy + cy®> =0 8)

melybdl kozvetleniil lathatd, hogy egyenespar egyenlete, mert z- és y-tol fiiggetlen tagot nem tartalmaz.

KITUZOTT FELADATOK.

18. Egy szdmot felbontunk torzstényezdire; legyen N = a® x b° x V. Felirando eldszor is e szdm minden osztdja;
meghatdrozando mdsodszor az dsszes osztok szama; bebizonyitando harmadszor, hogy ha ez osztokat nagysdg szerint
névekedd sorba rendezziik, két, a végektol egyenld tdvolsdigra allo oszto szorzata egyenld N -nel, végre kiszamitando az
adott szdm dsszes osztdinak szorzata. A nyert eredmények alkalmazanddék a 630-as szamra.

19. Meghatdrozando a legdltalanosabb alakja oly hdrom teljes négyzetnek, melyek szimtani haladvanyt alkotnak.
Levezetendd beldle a harom legkisebb négyzet, mely e tulajdonsdggal bir.

20. Hatdroztassanak meg szdzadunk azon évei, melyeknek szdmjegyei a kévetkezd tulajdonsdagot mutatjak. Vonjuk
le az elsd szamjegyet a mdsodikbol, a mdsodikat a harmadikbol és a harmadikat a negyedikbdl és alkosson e hdrom
kiilombség szamtani haladvanyt.

21. Alakitsuk dt az
(a—b)5+(b—c)5—|—(c—a)5

0sszeget szorzattd.

22. Adva van az O kéron két pont M és N, melyek szimmetrikusak egy dtmérdre nézve és eqy A pont ezen az
atméron.

1°. Ha az A pont szilird és az M és N pontok oly médon mozognak az O kéron, hogy szimmetrikusak maradnak
az OA dtmérdre vonatkozdlag, hatdroztassék meg az OM egyenes és az OAN kor mdsodik metszéspontjanak P-nek
mértani helye C.

20 Hatdroztassék meg a mértani helye azon két kor mdsodik metszéspontjinak, melyek O-n mennek keresztiil és
melyek kéozil az egyik érinti a C-t P pontban, a mdsik az O kort M pontban.

A bekiild6tt megoldasokat kérjiik a papirosnak csak egyik oldalara, s minden megoldast kiilén lapra
irni.

A megoldasok legkésébb a ho 20-dig bezdrdlag kildenddk be. - Késébb beérkezd megolddsok csak a kévetkezd szamok
valamelyikében kézolhetdk.

ARITHMETIKA.

19. Meghatdrozando a legdltalanosabb alakja oly hdrom teljes négyzetnek, melyek szimtani haladvanyt alkotnak.
Levezetendd beldle a harom legkisebb négyzet, mely e tulajdonsdggal bir.



A késsbbi atalakitasok egyszertbb volta miatt legyen a hdrom szam
n?,  (n+422)% (n+2y)?

Feltétel szerint:
2(n + 2x)% = (n 4 2y)* +n?

azaz:
(n +21)* = (n +y)* +y*
honnan:
(n+2z) = /[(n+y)* + ¢
(n + 2z) rationélis egész szam, ha:
[(n+y)* + 7]

teljes négyzet, vagyis, ha (n + y) és y ugynevezett pythagorasi szamok. Legyen:

(n+y) = 2pq 1)
és
y=p"—q, 2)
mert ekkor valéban:
(n+2z) = (p* + %) 3)

Ha a sor novekedd, a mit foltehetiink, akkor x és y positiv egész szamok s 2)-b6l kévetkezik, hogy

p| > gl
és 1)-bol:
lg] > 0.
azaz: p legalabb 2 és g legalabb is 1.
1) és 2) alapjan a keresett szamok periodusa:
(@ +2pg - )%, 0 +4°)?% (0 +2pq—q°)?

A sor allando kiilonbsége 4pq(p2 — q2). E kiilonbség mindig paros, a mibd&l kovetkezik, hogy a tagok egyidejileg
parosak vagy paratlanok. E koriilmény pedig p és ¢-tol fliigg. A sor tagjai parosak: ha p és g egyidejileg parosak, vagy
paratlanok. A sor tagjai paratlanok, ha p és ¢ koziil egyik paros, a masik paratlan. Az dltalanos alak szerint a peridodus
mésodik tagjanak alapszama mindig két teljes négyzet Osszege, s ez alapon megkapjuk a feleletet a kérdés masodik
részére: melyik harom négyzet a legkisebb, mely arithmetikai sort alkot? A szamok sordban 5 a legkisebb szam, mely
két teljes négyzet Gsszege (22 + 12) s igy p = 2, ¢ = 1 helyettezés vezet a kivant szdmokhoz, azaz:

12 52 72
1 25 49

Természetes, hogy a legkisebb intervallumu periodusokat akkor talaljuk, ha paratlan szdmok esetében
p—q=1 és

péros szamok estében p — ¢ = 2.

Az altalanos alakok vizsgalata azt mutatja tovabba, hogy egy bizonyos periodust p = 4 és ¢ = n — 1 helyettesitéssel
megallapitvan, ha a kévetkez6 periodusban p = n + 1 és ¢ = n helyettezést végezziik: az Gj periodus els6 tagja egyenld
a régi utolso6 tagjaval. Ugyanis p = n és ¢ = n — 1-re , tehat paratlan szamok esetére:

(2n% —4n+1)%, (2n% —2n+4+1)%, (2% —1)2
képezik a sort, mig
p=n+1 é qg=n

helyettezésre:
(2n? —1)%, (2n* +2n+1)%, (2n® +4n+1)?

lesznek a sor tagjai.
Paros szamsor esetében pedig:



a) helyettezésre:
(2m? —8m +4)%,  (2m? —4m +4)*,  (2m? —4)?
és
p=m+2, g=m

helyettezésre:
(2m? —4)?, 2m*+4m +4)%, (2m* +8m +4)?

lesznek a peridédus tagjai

b)
p=m+1, g=m-1
esetben
(2m? —4m —2)%,  (2m? +2)%, (2m® 4 4m — 2)?
mig
p=m+3, g=m-+1
esetben

(2m? +4m —2)%,  (2m*® +8m +10)%, (2m? + 12m + 14)?

adjék a periodusokat.
Maksay Zsigmond.

20. Hatdroztassanak meg szdzadunk azon évei, melyeknek szdmjegyei a kévetkezd tulajdonsagot mutatjak. Vonjuk
le az elsd szamgjegyet a mdsodikbol, a mdsodikat a harmadikbol és a harmadikat a negyedikbdl és alkosson e hdrom
kilombség szamtani haladvanyt.

A keresett évszam ily alaku:
1800 4+ 10z +y

s a feltételi egyenletek ezek:

8—1=7 1)
r—8=T7+d 2)
y—xr=7+2d 3)
A 2) egyenletbol
r=15+d 4)
Ezt behelyettesitve a 3) egyenletbe, lesz:
y=22+3d 5)
A 4) egyenletbdl kiszamitva a differentia:
d=x—15
Ugyancsak d az 5) egyenletbdl:
de y—22
-3

A d eme két értékének Osszehasonlitasabol szarmazik:
3z — 23 =y,
E hatarozatlan egyenletbdl a feladat természetébdl folyva, csak az
r=8,y=1¢és

r=9,y=4

értékeket hasznalhatjuk.
Tehat e két év 1881. és 1894.
Koffler Karoly
a budapesti II. ker. f6gymnasium VI. A. oszt. tanuldja.
A feladatot még megoldotta: Jahl Jend, II. ker. fégymn. VII. o. t., Budapest.

GEOMETRIA.

22. Adva van az O kéron két pont M és N, melyek szimmetrikusak egy dtmérdre nézve és eqy A pont ezen az
atméron.



1°. Ha az A pont szildrd és az M és N pontok oly mddon mozognak az O kéron, hogy szimmetrikusak maradnak
az OA dtmérdre vonatkozolag, hatdroztassék meg az OM egyenes és az OAN kér mdsodik metszéspontjinak P-nek

meértani helye C.
20, Hatdroztassék meg a mértani helye azon két kor mdsodik metszéspontjinak, melyek O-n mennek keresztil és
melyek kézil az eqyik érinti a C-t P pontban, a mdsik az O kort M pontban.

O kor egyenlete:

2?4y =1 1)
A(Ca 0)7 M(f, 77)5 N(év _77)
M és N, O kor keriiletében lévén:
52 4 ,'72 — ,,,2 1@)
AON kor egyenlete:
2+ y? + 20z + 2By = 0, 2)

mert atmegy O ponton. De dtmegy A ponton is, tehat:

2a0 = —c
1. és 2. kor kozOs hatvanyvonala:
cx — 2By —r? =0, 3)
2
mely AO atmérst allando A’ <T—, 0> pontban vagja. Ha AO atmérs végpontjai G és H, akkor (GAHA') = —1, mert:
c
AG=(r—c), HA=(r+c), AG="U"9 4p_T0*o
c c
tehat:
(AG: AH) : (AG:A'H)=-1,
azaz: A’ harmonikus parja A-nak, s vele egyiitt ismert médon valtoztatja helyzetét.
A korok kozos hatvanyvonala mindig atmegy N ponton is, s igy:
cE+26n—12=0 3.a)
OM atmérg egyenlete:
nr—&y=0 4)
3) és 4)-bol:
rlx r2y
6 - ) n= .
cx + 2By cx + 2By
¢ és n talalt értékeit 1.a)-ba helyettezve, s tekintetbe véve, hogy 2)-bél:
28y = —(a* +y° — ca),
tehat
cx + 20y = — (2% +y? — 2cx),
a keresett geometriai hely egyenlete:
(2 + 9% —2cx)® —r3(z* + %) =0 5)

A geometriai hely negyedrendd gorbesor, melynek egyedei A pont helyzetétdl (¢ értéke) fiiggdleg alakulnak.
A gdrbe dltaldnos elemzése.

Az 5) egyenlethdl kiolvashato, hogy a gorbének O pont mindig pontja, még pedig vagy csomopontja, vagy izolalt
kettds pontja, vagy csicsa, mert ¢ barmely értéke mellett is

y* =0

helyettezésre:
22[(x — 2¢)? —r?] =0,

tehat 22 = 0 ered mindig. Az OA atmérével alkotott masik két metszéspont abscissai:
(x — 2¢)* — r? = 0-bol

r=2c+r, x=20c-—r.



Az OA-ra fiiggélyes a&tmérd végpontjai szintén mindig pontjai a gérbének, mert z = 0 mellett
v (y* —r?) =0,

tehat az utolsod tényez6bsl
Yy ==xr

ered.
A gorbe mindig zart, AO &tmérdre symmetrikus és A pont helyzetéhez képest:

r>2c>0

mellett O izolalt kettGs pont.

Minél inkabb kozeledik < A > O-hoz, annél inkdbb megkozeliti a gorbe a kort, s ¢ = 0 mellett vele egybeesik.

r = 2c¢ esetében O pont a gorbe csicsa, s AO atmérs érinté O pontban.

2¢ > r mellett a gorbe hurkot vet, s O csomopontta valik. Ha ¢ = r, tehat A pont AO atmérs végpontja A szintén
pontja a gorbének. < A > tavoztaval a hurokrész mind nagyobb lesz, s ha A a végtelenbe megy: a gorbe, mint az
AO-ra merdéleges atmérd, kettds egyenessé fajul.

A csoméponthoz tartozo két érinté meghatarozasara legyen annak egyenlete:

Yy = mx.

mely egyenesnek e szerint 3 pontja kozos O-ban a gorbével, ha érinté:
Ezt a gorbe egyenletébe téve:
22[(1 +m?)z — 2¢)? = r*(1 +m?)] =0,

mely egyenletet x = 0-nak haromszor kellvén kielégitenie, az m meghatarozasara
r2(1 4+ m?) = 4c?

ered, azaz
4¢? —r?

r

m ==+

mindig, mely egyenlet szintén mutatja: mikor lesz O a gorbe ilyen vagy olyan singularis pontja.
Minden mas pontban az érint6 hajlasszogének tangense ismert moédon képezve:

2(2? + y? — 2cz)(x — ¢) — r’x

t =
T Y0 20 g - 2e))
vagy M pont coordinatai fiiggvényében:
¢ 2cr? + 1r2€ — 4c€?
ana =
n(4cg —1?)
II.

A feladat masodik részében kivant geometriai hely meghatarozasara elGszor is fejezziik ki P(x, y) coordinatait M-éi
(7, p) fiiggvényében, kiindulvan a
B rlx B r2y
(22 + y2 — 2cz)’ H= (22 +y2 — 2cx)

Osszefiiggésekbdl és OM atmérs

pr—1y =20
egyenletébdl.
Tekintve, hogy
7242 =2
mindig
2¢er — 12 2cr — 12
rT=—7T, Yy=—

2 2

T T

P pontban az érint hajlasszoge tangensének méar ismert értéke folytan az érinté kor sugaranak egyenlete

2 _ 2 2_4 ) 2
cr—r® p(r cT) <x— cT ’I“T) 6)

y — =
r2 2cr?2 + 727 — 4e72 r2




OM atmérére OP tavolsag felez§ pontjan atmend merdleges egyenlete:

2er — 712 T 2cr — 12 7

e S (P
4 oz M 1 0w

6) és 7)-bdl az érint6 kor kozéppontjanak coordinatai:

2c—7 o
b= 5 q=

Ezek alapjan a P pontban érint6 és O-n atmend kor (nem a gorbiileti, vagy simuld) egyenlete:
4P —2c—T)z+puy=0 8)

Az OM atmérsji kor egyenlete:
2+ —Ttr—py=0 9)

A két egyenlet Osszeadasaval T és p hatarozatlanok kikiiszoboltetvén, a keresett geometriai hely egyenlete:
2 +y?—cx=0 10)

a mi AC &tmér6 folott irt kor.
Maksay Zsigmond.

KITUZOTT FELADATOK.

23. Adva lévén az xOy szog, két pont: A és B az Ox szdron és eqy C pont az Oy szdron, vonjunk a C' pontbdl két
egyenest, C M -et és CN-et, melyek antiparallelek az adott szégre nézve és az Ox szdrat M és N pontokban metszik.
Képezzik az MNC' hdromszdg koril irt kor egyenletét. Hatdrozzuk meg M-et és N-et igy AM = —BN.

24. Egy parabola féhiurjin AB-n, mint dtmérén kért rajzolunk, mely a paraboldt C' és D pontokban metszi. Bizo-
nyittassék be

1°, hogy a CD és AB hirok pirhuzamosak és kilesonds tdvolsdguk 2p;

20 hogy a parabola csicspontjabol az emlitett korhoz hizott érinték a C és D pontokon mennek keresztil.

25. Az AB hosszisdgu egyenes végpontjai az xOy = w sz0g szdrain siklanak. Az AB egyenes M pontja ekkor ellip-
szist ir le. Bizonyittassék be, hogy az ellipszisnek M pontjdban huzott derékldje keresztil megy az Ox és Oy egyenesekre
az A és B pontokban hizott merdlegesek metszéspontjin, I-n.

26. Ha
Xpr1=aX,+1+0Y,+1

Yor1=cXp+14+dY, +1
fejeztessék ki X, ésY, az Xy és Yy fliggvénye gyandnt.

27. Rajzoljunk az ABC hdromszog koril kort és hizzuk meg ennek érintdit a B és C pontokban. Legyen ezek
metszéspontja P. Hizzunk a P pontbol tetszés szerinti egyenest, mely az AC egyenest B’ és az AB egyenest C’
pontokban, a kirt pedig Q@ és R pontokban metszi. Bizonyittassék be, miszerint

c'Q : BQ=CR : -B'R.

28. Legyen adva az S(a, b, ¢, d) sugdrrendszer. Messiik ezt a C pontbdl hizott két egyenessel. Az egyiknek met-
széspontjait az a, b, c és d sugarakkal jeleljiik A, B, C és D-vel, a mdsikéit A, B’', C' és D’'-tel. Bizonyittassék
be, miszerint

(ABCD) = (A'B'C'D’),
hol az (ABCD) symbolum értelmezését a kivetkezd egyenlet szolgdltatja:

AC  AD

A bekiild6tt megoldasokat kérjiik a papirosnak csak egyik oldalara, s minden megoldast kiilén lapra
irni.

A megoldasok legkésdbb a ho 20-dig bezdrolag kildenddk be. - Késébb beérkezd megolddsok csak a kévetkezd szamok
valamelyikében kézolhetdk.



ARITHMETIKA.

18. Egy szimot felbontunk térzstényezdire; legyen N = a™ X b? x 7. Felirando elészor is e szam minden osztoja;
meghatdrozando mdsodszor az 0sszes osztok szdma; bebizonyitandd harmadszor, hogy ha ez osztokat nagysdg szerint
novekedd sorba rendezzik, két, a végektdl egyenld tdvolsdgra dllo oszto szorzata egyenld N -nel, végre kiszdmitandd az
adott szdm dsszes osztoinak szorzata. A nyert eredmények alkalmazandok a 630-as szamra.

1°. N-nek minden osztoja a kovetkezs alaki
a™b" P,
hol az m, n és p kitev6k, melyek zérussal is lehetnek egyenlsk legfeljebb «, 3 és y-val egyenlSk rendre.

Hogy felirhassuk N-nek minden osztéjat, elegends, ha m-nek minden értéket tulajdonitunk 0-tél a-ig, n-nek minden
értéket 0-t6l S-ig és p-nek minden értéket 0-t6l v-ig. Mas szavakkal, a kérdéses osztok a kovetkezs szorzat egyes tagjai
altal advak:

(I+a+a®+-+a*)(1+b+0*+- +b) (I+c+P+- 4 )

20 Az osztok szama egyenld az elébbi szorzat tagjainak szamaval, az

(a+1(B+1)(y+1)

-gyel.
3°. Legyen d és d; két oszto, melyek a végektdl egyenls tavolsagra vannak. Azt allitom, hogy
N
d=—
dy

feltevés szerint 1 és d meg dy és N kozott egyenld szamos osztéja van N-nek. Ha tehat elosztom N-et a dp-t6l N-ig
N

terjedd osztok sorozatéval, d——t6l ~ = 1 -ig terjed6 és csokkend sorozatat nyerem az N osztéinak. De ezek novekedd
1

sorba rendezve ugyanazon szidmmal kezd6dnek és ugyanannyi taggal birnak, mint az 1-t6l d-ig terjed6 sorozat, s igy

tehat —-nek okvetleniil egyenlének kell lennie d-vel, vagyis

dy
ddy = N
4%, Az elobbiekbdl kovetkezik, hogy N minden osztoja a kivetkezs alaku

)

N
di

hol d; az N osztéinak valamelyike.
Ha szorozzuk tehat az 0sszes osztokat egyméassal e szorzat a kovetkezd alakot olti:

N (D) (B+1)(v+1)
P

vagyis
N+ (B+1)(r+1)

2

Alkalmazas. Ha N = 630 = 2x3%x5x7, az N osztoi ekkor 1, 2, 3, 5, 7, 10, 14, 15, 18, 21, 30, 35, 42, 45, 63, 70, 90, 1(
és 630; szamuk

AI+1D)E+ DA +1)(1+1) =24

és szorzatuk
63012 = 3909 188 328 478 827 879 681 - 102

ALGEBRA.
21. Alakittassék dt az
(a—=b)5+(b—c)’+(c—a)
0sszeget szorzattd.

Legyen
a—b=uz, b—c=y

és ebbdl
c—a=—(z+y)



gy, hogy az adott Osszeg a kovetkezd alakot nyeri:
24y — (@ +y).
Ez utobbi kifejezés, ha a kéttaga 5-ik hatvanyat kifejtjiik a kovetkezs alakot nyeri.
—5(xty + 223y? 4 22%9° + xy?)
= —bay(x? + 22%y + 2zy% + %)

= —bay(z +y)(2® +y° + zy)

Ha most ismét x és y helyébe a — b-et és b — c-t tesziink, az Osszeg a kovetkezs szorzattd valtozik:

5(a —b)(b—c)(c—a)(a® +b* + c* — ab— bc — ca).

ANALYTIKAI GEOMETRIA.

23. Adva lévén az xOy szdg, két pont: A és B az Ox szdron és eqy C pont az Oy szdron, vonjunk a C pontbol két
egyenest, C M -et és C'N-et, melyek antiparallelek az adott szégre nézve és az Ox szdrat M és N pontokban metszik.
Képezzik az MNC' hdromszdg kéril irt kor egyenletét. Hatdrozzuk meg M-et és N-et gy AM = —BN.

Ha a CM és CN egyenesek antiparallelek, akkor a kovetkezs relacziot elégitik ki:
OM -ON = OC>. 1)

Jeleljiikk OC-t c-vel és OM-et m-mel, ekkor az el6bbi Gsszefiiggés alapjan

2

ON =<

m

A kor egyenlete az xOy ferdeszogl tengelyrendszerre vonatkoztatva:
22 4+ 2xy cosw+y? +2Dx+2Ey+ F =0

hol w = 20y<.
2
Minthogy az x tengely a kérdéses kort M és N pontokban metszi, ezek koordinatai (m, 0) és <C—, 0> kielégitik
m

a kor egyenletét, vagyis az
2+ 2Dz +F =0
2
egyenlet gyokei m és p— tehat

2
2D:—(m+—), F=¢?

m

Hasonloképpen az
vV +2Ey+c¢® =0

egyenlet egyik gydke ¢, mib6l rogton kovetkezik, hogy a mésodik is ¢ és ennélfogva
2F = —2¢;

a keresett kor egyenlete tehat
2
z® + 22y cosw+y2—<m+—)x—2cy+02_0 2)
m

Ezen egyenlet oly kort abrazol, mely az y tengelyt C' pontban érinti, a mi kiilonben az 1) alatti relaczié folyomanya.
Ha OA-t a-val, OB-t b-vel jeleljiik, az
AM = —-BN

feltétel a kovetkezs alakot nyeri:

vagy



A feladat tehat arra redukalodik: Szerkessziink két egyenest m-et és n-et, melyeknek Osszege a + b és mértani kézép-
aranyosa c. A megoldas csak akkor lehetséges, ha

(a+b)* —4c* > 0.

A szerkesztés kiilomben a kovetkezs. Az a+ b egyenes mnt atmérd felett félkort alakitok és ezt atvagom egy az a+ b-vel
parhuzamos és téle ¢ tavolsagra fekvs egyenessel. A metszéspontok barmelyikébdl merdlegest htizva az a + b-re, ennek
talppontja azt m és n részekre osztja.

A 2) alatti kor egyenlete akkor a kovetkezd alakot nyeri:

2% + 2xy cosw +y% — (a +b)x —2cy + 2 =0.

24. Egy parabola féhurjin AB-n, mint dtmérdn kort rajzolunk, mely a paraboldt C és D pontokban metszi. Bizo-
nyittassék be

1°, hogy a CD és AB hirok pirhuzamosak és kilesonds tavolsdguk 2p;

20 hogy a parabola csucspontjabol az emlitett korhoz hizott érinték a C és D pontokon mennek keresztil.

19, A feladatban tekintetbe vett parabola és kor mindegyike szimmetrikus lévén az Oz tengelyre nézve, D is szim-
metrikus lesz B-vel ugyanezen tengelyre vonatkoztatva; C'D tehat meréleges lesz Ox-re és ennek folytan parhuzamos
AB-vel.

Jelelje F az AB-nek és G a C'D-nek metszéspontjat az Ox tengellyel. Legyen tovibba OF = a, OG = z. Ekkor

CG? + GE* = CE? = AE?
vagy a parabola egyenletébdl
2pr + (a — 2)* = 2pa
mely egyenlet rendezve, a kdvetkezs alakot Olti:
22 +2(p—a)r +ala—2p) =0
Ebbdsl
r=a—p=xp
és igy tehat
T =a To=a—2p
Az els6 megoldas az AB, a masodik a C'D hurnak felel meg és igy lathato, hogy GE = a — (2p — a) = 2p;
20, Latjuk, hogy
CG?* = 2pOG = 2p(a — 2p)

és minthogy
OG x GE = (a — 2p)2p

kovetkezik, hogy
CG? = OG x GE.

Ebbél 1athato, hogy az OC'E haromszog derékszogl, tehat az OC egyenes érinti a kort.

25. Az AB hosszisdgu egyenes végpontjai az xOy = w sz0g szdrain siklanak. Az AB egyenes M pontja ekkor ellip-
szist ir le. Bizonyittassék be, hogy az ellipszisnek M pontjdiban huzott derékldje keresztil megy az Oz és Oy egyenesekre
az A és B pontokban hizott merdlegesek metszéspontjin, I-n.

Legyen OA=a, OB=p8, BM=a, MA=0.

Az M pont altal leirt ellipszis egyenlete az xOy ferdeszogt tengelyrendszerre vonatkoztatva.
2 2 2
T Ty Y 1)

F—Ecosw—l—b—z—lzo.

Az ellipszis normalisanak egyenlete az M (z, yo) pontban:

T — To _ Y=Y 2)
X —-Ycosw Y —Xcosw
hol ¥ 2_:10 _ 2y cosw
a? ab
v — 2y _ 2x cosw



A 2) alatti egyenlet még a kovetkezd alakra hozhato:

T4y cosw— (wg+yocosw) x cosw + yo — (T cosw + yo)

X Y

De az M pont coordinatai
aq bpB

a+b Y= arb
és igy az ellipszis normaélisdnak egyenlete a kovetkezs alakot nyeri:

o =

z+y cosw— —p(aa+bB cosw) @ cosw+y— (e cosw+ bp)
T T

Z(a—pB cosw) B 3 (B —a cosw)

mely még a kdvetkez§ alakban is irhato:

a+b a+b

a(r +y cosw—a)+ L (a—f cosw) bz cosw+y—fF)+-2L(8—a cosw)
a—f8 cosw B —a cosw ’

Ez végre kdnnyen belathato egyszertsités utan a kovetkezd alaki lesz:

a(x+y cosw—a) bz cosw+y—f) 3)
a—f cosw N B —a cosw

A normalis 3) alatti egyenletébdl vilagos, hogy az keresztiil megy az
r+y cosw—a=0

y+x cosw—5=0

egyenleti egyenesek metszéspontjan.
De ez egyenesek nem egyebek, mint az x és y tengelyekre az A és B pontokban emelt merGlegesek és ezzel a
feladatban foglalt kijelentés be van bizonyitva.



A kikiiszobdolésrdl.

Gyakran elgfordul, hogy tobb egyenlet tobb ismeretlennel 1évén adva, ezek koziil az egyik vagy masik az els6nél
magasabb foku. Ilyenkor az ismeretleneknek egy hidn valé kikiiszobolése utan fennmaradd egyenlet képezése még a
legegyszertibb esetekben is tobb vagy kevesebb nehézséggel jar, vagy ha az at, melyen haladnunk kell, vilagosan ki
is van tizve elénk, az eljards nehézkes és nem attekinthets. A kovetkezGkben néhany példan kivanom bemutatni a
kikiiszobolési eljarast és a végegyenlet képezését.

Elsd eset.

Legyen adva a kovetkezd két legaltalanosabb alakt mésodfoki egyenlet két ismeretlennel:
azx® + 2bxy + cy? +2dx +2cy + f =0 1)

az? + 2Bzy + yy? + 20z + 2ey + p = 0, 2)

kerestetik az y kikiiszobolése utan fennmaradé egyenlet.
Irjuk az 1) és 2) alatti egyenleteket a kovetkezs alakban:

Py +Qy+R=0 3)
Py*+Qy+R =0 4)
hol
P=¢, Q=20bx+c), R=azr*+2dx+f 5)
P =y Q=2pr+e), R =ar’>+25z+¢ 6)

Szorozzuk a 3) alatti egyenletet
M, = Py + A'-tel

és a 4) alattit

My = Py + A-val.
Lesz a 3)-bol
PP'y* + (P'Q+ A'P)y*+ (PPR+AQ)y+AR=0 7)
és a 4)-bol
PPy? + (PQ' 4+ AP")y* + (PR + AQ')y + AR =0 8)
Vonjuk le a 8)-at a 7)-b6l és tulajdonitsunk az A és A’ hatarozatlan mennyiségeknek oly értékeket, hogy az igy

nyert egyenlet az y barmely értékénél identikusan fennalljon, azaz az y-t ne is tartalmazza.
Ez akkor kovetkezik be, ha

PA' —P'A=PQ —-QP 9)
QA —Q'A=—(RP' - PR 10)

s ekkor a megmarad6
RA—R'A=0 11)

a végegyenlet.

A helyett, hogy a 9)-bél és 10)-bol az A és A’ értékeit kiszamitanam és ezeket a 11)-be belehelyettesiteném, e
harom utobbi egyenletet alkalmas szorzokkal megszorzom és azutén osszeadom, miéltal az A és A’ beléliik elttinik. Ily
szorzok

QR — RQ’
RP'— PR
PQ — QP

A szorzas és a rakovetkezs Osszeadas a végegyenletet a kovetkezs alakban szolgaltatja:
(PQ' ~ QP)(QR ~ RQ) ~ (RP' ~ PR)* =0 12)

Mdsodik eset.
Legyen adva harom legaltalanosabb alaki mésodfokd egyenlet harom ismeretlennel;

Wy = a1y2 + 2byyz + 2%+ 2diy +2c1z+ f1 =0

Wa = agy? + 2bayz + c22% 4+ 2day + 2c02 + fo =0 1)
W3 = asy® + 2bsyz + c32% 4+ 2dsy + 2c32 + f3 =0



melyekben a harom elsg egyiitthatoé alland6 mennyiség, a két rakdvetkezs x-nek elséfoku, az utolsé pedig z-nek méa-

sodfoku egész fliggvénye.
Hogy ezen egyenletekbdl y-t és z-t kikiiszobolhessiik, megszorozzuk az egyenletek balodlalati az x, y és z hérom
6-odfoku fiiggvényével 11—, To— és Ts-mal és ezek egyiitthatoival azutan ugy rendelkeziink, hogy a

WhTy + WoTs + Wils

Osszeg azon tagjainak egyiitthatoi, melyek y-t és z-t tartalmazzak zérussal legyenek egyenlsk.
Hogy az eredményt lehetSleg attekinthetd alakban nyerjiik, az 1) alatti egyenletek helyébe harom, veliik egyenértéki
egyenletet vezetiink be, melyeknek alakja azonban kevésbé altalanos.

Tegyiik fel, hogy
H=a1A1 + axAs + a3zAs 2)

Dy =diA + da Ay + d3 A3
Ey=e1A1 +e2As +e34s
Fy = f1A1 + faAs + f3A3
Dy = diBy + ds By + d3 B3 3)
Es = e1B1 + e2Bs + e3Bs
Fy = f1iB1 + f2Ba + f3B3
D3 =diCy + daCs + ds3Cs
E5 =e1C1 + eaCy + e3C3
F5 = f1C1 + f2Cs + f3C5
hol az A, B és C mennyiségek a

ay by ¢
H= as bQ C2
a3 bz c3

determinans aldeterminénsai.

2

Ha az 1) alatti egyenletekbdl fokozatosan kikiisz6boljiik az y%, yz és 2% mennyiségeket, a kovetkezSket nyerjiik:

Hy? + 2Dy +2E12+ F; =0
2Hyz + 2Dy + 2Fsz + F5, =0 4)
Hz* 4+ 2D3y +2E32 4+ F5 =0

melyek az 1) alattiakat helyettesithetik; mindamellett a kovetkezs szamitasok megkonnyitése czéljabol még masik
alakban fogjuk azokat felirni. Legyen ugyanis
Ry = HF, +2(DyFE, — D1E») + (F2 — 4F\ E3)
5) ¢ Ry = HFy + 4(D3Ey — D1E3) — 2(DyFEy — 2D3Ey — 2D E3)
Rs = HF3 + 2(D3Ey — DyE3) + (D3 — 4D Ds)

s ha most a 4) alatti egyenleteket H-val szorozzuk, azok a kovetkezs alakra hozhatok:

‘/1 = (Hy+E2)(Hy+2D1 —E2)+2E1(HZ+2E3 —Dg) +R1 =0
6) ¢ Vo = 2(Hy + E2)(Hz + D2) —8D3E; + Ry =0
Vg, = (HZ+D2)(HZ+2E3 —D2)+2D3(Hy+2D1 —E2)+R3 =0

ATy, Ty, és Ts fiiggvények, melyek ama tulajdonsaggal birnak, hogy a
WViTh 4+ Voo 4 VaTs
szorzatot pusztan az z fliggvényévé teszik, a kovetkezsk
Ty = —4X(Hz+ D3)(Hz + 2E5 — Do)+

+8D3(Y + E3X) — 4(Z 4+ Do X)(Hz + Dy),



+2(Y + B2 X)(Hz + 2E3 — Do)+

+2(Z + DQX)(Hy +2D, — Ey)+ U. 8)
T3 = 4X(HZ+ Dz)(HZ + 2E3 — Dz)—
—4(Y + ExX)(Hy + E») + 8E1(Z 4+ D2 X). 9)

Ezekben X, Y, Z és U az xz-nek hatarozatlan egész fliggvényei; még pedig az elsé, X, negyedfoki, a masik kettd,
Y és Z, o6todfoku és az utolsod, U, hatodfoku.
Ha rovidség kedvéért

HP =4D3Ry + (2E3 — D2)Ry — 2E2 R

HQ = 4E R + (2D, — B3Ry — 2D2Ry)

H?N = 4(D3 — 4D D3)Ry + 4(D3Es — 2D1F3 — 2D3E; )Ry +
+4(E3 — 4B1E3)R3 + (R3 — 4R R3)

10)

a ViTy + VoTs + Vi3T5 = © a kovetkezé alakot nyeri

O = (U+ Ry X Vot
+2H(HPX + RyZ — 2R3Y )y+
+2H(HQX + RyY — 2R\ Z) 2+
+H(2PY +2QZ — HNX).

11)

Hogy ezen kifejezés y-t és z-t ne tartalmazza, kell hogy X, Y, Z és U a kovetkezs egyenleteket elégitsék ki.

U+ R X =0
12){ HPX + RoZ — 2R3Y =0
HOQX + RoY — 2R, Z =0

A O ekkor a kovetkez6 alakot nyeri

© =2HPY +2HQZ — H*NX. 13)

A 12) alatti egyenletekbdl kovetkezik, hogy:
(2PR; + QRy)HX = —(R3 — 4R R3)Y

(2QR3 + PRy)HX = —(R3 — 4R R3) Z;

vagyis, hogy az X oszthato R% — 4R R3-mal. De minthogy mindketts, mint az 5) alatti egyenletekbdl kittinik,
negyedfoki egész fliggvény, a hanyados csak allando szam lehet, melyet tetszés szerint valaszthatunk. Valasszuk ezt a
negativ elGjellel vett H* recziprok értékének, akkor

H*X = —(R3 — 4F\R3),

H3Y =2PR, + QR,, 14)
H3Z = 2QR + PRy);

ismeretesek lévén X, Y és Z, a 12) alatti egyenletek elseje szolgéaltatja U-t is.
Végre a 14) alatti egyenletek segélyével a © a kovetkezs végleges alakot nyeri:

1

0= I

N(R® — 4Ry R3) + 4(P*Ry + PQR; + QRy))] 15)

mely zérussal egyenlitve, a végegyenletet szolgéltatja.
Serret, Cours d’Algebre supérieure IV. kiaddsa nyomdn.)



Az n elsé egész szam p-edik hatvanyai 6sszegének kiszamitasarol.

Hogy az
S, =1P 4+ 2P + 3P 4 .. +nP,

hatvanydsszeget képezhessiik, néhany segédtételre van sziikségiink, melyeket a kovetkezSkben levezetiink.
Jelentse f(x) az
Az" + Ba" '+ ...+ Mz + N

alaki egész fliiggvényét az x-nek. Jelentsék tovabba

f07 fla s fk 1)
a fliggvény azon értékeit, melyeket ez felvesz, ha z helyébe az z — 0, xq, ...,z értékeket helyettesitjiik.
Legyen
fo=hHh—fo, fi=F—f, o fioa=fo—fam 2)
for=fi—fy, H=Ff-f - fla=fia—fao 3)
s altalanossagban
fo == F 4)
A 2)-bol kovetkezik, hogy
f1:f0+f(37 f2:f1+f{7 "'7fn:fn—1+f7lz—l 5)

ha 3)-at is tekintetbe vesszik, lesz:

fa=fo+2fb+fe, fs=f+2f+fi

s altalanossagban

fu=tot ($) o+ (5)0o oo 18 0

Hogy a 6) helyes, azt ugy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk, miszerint helyes marad, ha k helyébe k+ 1-et irunk. Ugyanis

fer1=f1+ (lf)f{+ <I;>f;+...+ff

1"

= (fo+fo)+ (lf)(f6+f5)+ (k)(f8+fo R (I [

2
k
1
()
mely egyenlet a kovetkezd alakban irhato.

fk+1=f0+(ki'l)fé‘f‘(k;l)f(;"’---"‘féﬁl

(fﬂ)z(?»i1>+(f) K

f(z) =aP, ésxo=0, =z =1, ldots, v, =n

o+ l('f)+('§)] FoH i
Sfret1=fo+ f

a kozismeretes

Osszefiiggésnél fogva.
Legyen

akkor a 6)-nal fogva:

p_ z, z@—1) . z@-@-2)»  z@-1)--(@@-—p+l), g
T f0+1fo+ ) fo+ 12.3 o Tt 1-2--p o )
s ha ezen egyenletbe fokozatosan 0, 1, 2, ... n-et helyettesitliink s a nyert eredményeket Osszeadjuk, a kovetkezs
eredményt kapjuk:
"z b= z(z — 1 " x(z—1)--(z—p+1
B L IN) J e PR EL LS AL 10
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z’l‘:%_<n+1) ixm—1_<n—;1) 7zj:xx—li.2.(.ai;p+1) (;:i)

mely képletek igazsagat a 7) alatti egyenlet segélyével bizonyitjuk.

Ugyanis <Zﬁ) - <p+ 1) + <p
(o)=Gon- ()
)+

S
~—

s igy tehat ez utobbi egyenletek Osszeadisa utan

(= () () () e (1) -

_zn:(;> :zn:x(x_ll):é'.(f—p-i-l).

1 1 p

Lesz tehat a keresett Osszeg végleges alakja a kovetkezs

B (n—|— 1) (n+1nn—-1) .
Sp= fo+ .23 fot-+
(n+1)n(n—1)~-~(n—p+1)fp 1)
1-2---(p+1) 0
PELDAK. - Legyen p = 1, akkor
Jo=0fi=1f=2
fo=1f=1
fo=0
s igy tehat
(n+1)n
g = L n
! 1-2
Ha p = 2, a kovetkez6 tablazat készitendd
0149
135
22
0
és igy tehat
g = (n+1)n+ (n+1nn—1) P (n+1)(2n+1)
T 12 1-2-3 B
Ha p = 3, képezziik a kovetkezs tablazatot
01 82764
171937
61218
6 6
0
és igy tehat
nn+1n  (n+1)nn-1) (n+ Dn(n—1)(n —2)
S3 = + -6 .
1-2 1-2-3 1-2-3-4
vagy tovabba
1 -1 -2
S= D oy 2D =2)



vagy végre

Ss =

nin+1) n+n* [n(n+1) 2
1-2 2 | 1-2

KITUZOTT FELADATOK.

29. Adva lévén egy ellipszis legdltaldnosabb egyenlete dltal, mily dsszefliggéseknek kell az egyiitthatok kézdtt fenndl-
laniok, hogy az abscissa-tengely az eqymdssal eqyenld kapcsolt atmérdk egyikével essék dssze.

30. Egy sik minden M pontjan keresztil két hyperbola rajzolhalto, melyeknek egyenletei az Ox, Oy derékszogi
koordindta tengelyekre vonatkoztatva
a’zy+ay+x =0,

hol a wvdltozé paraméter; mily (C) gérbe-vonalon kell az M pontnak fekiidnie, hogy a hiperbolik e pontban derékszog
alatt messék eqymdast?

Hdny pontban metszi a (C) gorbe-vonat az a’xy + ay + = = 0 egyenletd hyperboldkat. Csak azon pontok veenddk
tekintetbe, melyek sem végtelen tdvol nincsenek, sem a koordindta rendszer kezddpontjaval nem esnek egybe.

Mily dsszefiiggésnek kell a és b kézdtt fenndllania, hogy a kovetkezd két hyperbola, melyeknek egyenletei

a’ry +ay+x =0,

biry + by + 2 =0,

egymdst derékszdg alatt messe oly pontban, mely kilémbozik a koordindta-rendszer kezddpontjatol. Ezen dsszefliggés eqy
(C") gérbe-vonalat értelmez; szerkesztendd a gorbe-vonal. Hdny véges és a kezddponttol killombozo pontban metszi az
elobb értelmezett (C) gorbe-vonal a (C") girbe vonalat?

(Licenciatusi stipendium elnyeréséért versenyzk irasbeli dolgozata, 1894.)

31. Négy réz-suly dsszesen 40 kilogrammot nyom; segitségiikkel minden egész szami suly 1 — 40 kilogrammig meg-
mérhetd; mekkordk e silyok?

32. Oldassék meg a kivetkezd egyenletrendszer:

33. Mely dsszefiiggéseknek kell az
ax? + by? + c2® 4 2dxy + 2eyz + 2f zx

kifejezés egyiitthatoi kozt fenndllani, hogy ez teljes négyzet legyen.

34. Adva van eqy ellipszis E és ez ellipszis sikjaban vdlasztunk eqy H egyenest, mely annak eqyik tengelyére me-
rdleges. Feleljen meg a H egyenesnek egy kor, melyet h-val fogunk jelélni, s mely a kévetkezd feltételeknek felel meg:
Kozéppontja az ellipszis azon tengelyén van, mely merdleges a H egyenesre €s az ellipszis eqy M pontjabol a kérhoz
hiizott érintd négyzetének ardnya ugyanezen pontnak a H egyenestdli tdvolsiga négyzetéhez dllando, azaz fiiggetlen az
M pontnak helyzetétol az ellipszisen.

1° Hatdroztassék meg a kor kézéppontjdinak helyzete, sugarinak nagysiga és az dllandd ardny szamértéke; melyek
a feladat lehetdségének feltételei és ha ezek kielégitvék, hatdroztassék meg a kér helyzete a H egyeneshez és az E
ellipszishez viszonyitva. Mely esetben nincs a kornek egy pontja sem az ellipszisen kivil vagy beliil.

20 Legyen H és K két egyenes, melynek mindegyike az ellipszis egy-eqy tengelyére merdleges. Legyen P a két egyenes
metszéspontja €s jelelje h és k a két eqyenesnek megfeleld kordket. Bebizonyitandd, hogy a korék czentrdlisa a P ponton
megy keresztil. Mi lesz a P pont mértani helye, ha a kérok érintkeznek? Mi lesz a P pont mértani helye, ha a kirok
kozis szeldje a P ponton megy keresztil?

30 Legyen H és H' két egyenes, mely az ellipszis nagy tengelyére merdleges és h és h' a megfeleld két kor. Bizo-
nyittassék be, hogy ha az M pont az ellipszisen mozog, a kirékhoz hizott érintdék dsszege vagy kilombsége dllando, ha
az M pont daltal leirt ellipszisiv az egyenesek kizé esik vagy sem. Modosittassék e tulajdonsdg kijelentése kelléképpen,
ha a két egyenes a kis tengelyre merdleges.

35. Meghatdrozandok az
20— 223 4+5=0

egyenlet gyoke.
(Dr. Frosch Karolytol, Sikloson.)

ALGEBRA.



32. Oldassék meg a kévetkezd egyenletrendszer:

2?4 2ty + 2t = a2 1)
2?4+ yP+ 2t =a 2)
xyz =b 3)

Az 1) alatti egyenlet a kovetkezd alakra hozhato:
2?y? (2 +y%) = (a+2%)(a - 27) 4)

A 2) alatti pedig a kovetkezore
22yt =a—2* 5)

Ezek 6sszehasonlitasabol folyik a kovetkezd:
22 = a4 22 6)

ebbdl és a 3)-bol kikiiszobolve xy-t, a kovetkezs egyenletet kapjuk:
24+ az® —b? = 0; 7)
he ennek gyodkeit zf és z%—tel jeloljitk, 22 és y? a kovetkezs masodfoku egyenletek
u? —(a—2)u+(a+23)=0 8)
u? —(a—23)u+(a+23)=0 9)

gyoOkeiként nyeretnek.
A feladatot megoldottik: Friedmann Berndt, fg. VI. S. A. Ujhely; ifj. Imre Jdnos, fg. VIII. Nyiregyhdza.
Jegyzet. Ifju munkatarsaink megoldésa helyes ugyan, de nem t e 1 j e s. Ha ugyanis a 2) és 3) alatti egyenletekbdl
kiszamitjuk z%y? és 22 + y? értékeit és ezeket az 1)-be helyettesitjiik, a kovetkezd egyenletet kapjuk:

2
2—2((1—22)4—24—@2:0,

mely rendezve a kovetkezd alakot olti
2% — (a® + )22 +ab® = 0.

Minthogy ez még a kovetkezs alakban is irhato:
(2% —a)(z* + az? - b?) =0,
latjuk, hogy ez utobbi egyenlet a 7) alattin kiviil még a kovetkezst tartalmazza,
z°—a=0.

2

A 2%-nek ezen értéke mellett a hozzatartozo z? és y? értékeket az

3:2+y2:0, Y = —
egyenletek szolgaltatjak.
33. Mely dsszefiiggéseknek kell az
ax? + by? + c2® 4 2dxy + 2eyz + 2f zx

kifejezés egyiitthatoi kozt fenndllani, hogy ez teljes négyzet legyen.
Hogy a fenti kifejezés egyenld legyen

(zva+yvVb+ 21/c)?,
kell, hogy
Vab=d, Vbc=e, +ea=f
vagyis

ab—d?* =bc—e*=ca— f>=0



melyeket még a kdvetkezs relaczidk helyettesithetnek:
ae—df =bf —de=cd—ef =0

A feladatot megoldottik: Friedmann Berndt, fg. VI. S. A. Ujhely; Sutik Sdandor fg. VIII. Nyiregyhdza.

35. Meghatdrozandok az
2% —22°+5=0

egyenlet gyokei.
(Dr. Frosch Karolytol, Sikloson.)

Megoldva az egyenletet z° szerint, lesz belsle
2 =1+V1-5
2’ =142

s igy tehat
r=+v1+2i

Az z-nek ezen értékét azonban a kovetkezs alakok egyikére kell hoznunk:

a+bi vagy r(cosp +ising)

Legyen
i+ 2i=RcosT +i(sinT)
mibdl
Rcost =1
R sinT =2
Ezen egyenletekbdl:
R*=5

R=+5
és
SinT = —, coST = i
V5’ V5

A V14 2i= {/Rcost +i(sin7) harom értéke ekkor a Moivre-tétele alapjan* a kdvetkezs alakot nyeri:
{g/}—%<cos T +32k7' + i sin T +32k7'>

k=0,1,2

vagy részletesen
V5(cosT £ isinT)

%[cos <T+ 2%) + isin <T+ 2%)]
%[cos (T+ 4%) +isin (T+ %ﬁ)]

T = 63°26'58".

hol 7 értéke a tanT = 2 értelmében:

*) Kionig Gyula: Bevezetés a felsébb algebrdba, p. 114.

GEOMETRIA.

29. Adva lévén egy ellipszis legdltaldnosabb egyenlete dltal, mily dsszefliggéseknek kell az egyiitthatok kézdtt fenndl-
laniok, hogy az abscissa-tengely az eqymdssal eqyenld kapcsolt atmérdk egyikével essék dssze.

Mindenekel6tt kifejezends, hogy az ellipszis kozéppontja az x-tengelyen fekszik. Legyen az ellipszis altaldnos egyen-
lete:
Ax? +2Bxy + Cy? + 2Dz +2Ey + F =0,



akkor a kozéppont koordinatéit a kovetkezs egyenletrendszer gyokei szolgaltatjak:
A+ Bn+D =0,

B¢+ Cn+ E =0,
hogy ezen egyenleteket kielégitse az n = 0 megoldéas, kell, hogy az

AE+D=0

BE+E=0
egyenletnek kozos gyoke legyen. Ennek feltétele a kovetkezs

AE—-BD =0 1)

A tovabbi fejtegetések eszkozlésére toljuk el a koordinatarendszer tengelyeit az eredeti helyzetokkel parhuzamos hely-
zetbe, s vigyilik a koordinatarendszer kezdGpontjat az ellipszis kozéppontjaba. Az egyenlet ekkor a kovetkezd alakot
olti:

Ax® +2Bay + Cy* + G =0 2)
Irjunk le az ellipszisnek az = tengelybe es atmérsje felett kort. E kornek egyenlete, minthogy a félatmeérd hosszanak
négyzete

A4
G
a kovetkezd

AZ*+9y*)+G=0 3)

Ha az 1)-b6l levonom 2)-t, oly kupszelet egyenletét kapom, mely az ellipszis és kor metszéspontjain megy keresztiil.
Ennek egyenlete a kovetkezs lesz:
y[(C—A)y+2Bx] =0

Ezen egyenlet egyenespart abrazol, melynek egyedeit a kovetkezd egyenletek adjak
y=0 4)

(A—C)y—2Bxz=0 5)

Mar most csak annak feltételét kell levezetniink, hogy a 4) és 5) alatti egyenesek kapcsolt atmérépart jelentenek. Hogy
az
y=kzx

y=FkKux
egyenesek a 2) altal abrazolt ellipszis kapcsolt atmérdit jelentsék, kell, hogy
A+ Bk+kK)+Ckk'=0 6)
Ezen feltételt a 4) és 5)-re alkalmazva, a kovetkezs eredményt nyerjiik:
2B +(A-C)A=0;
ezt egybevetve az 1) alatti feltétellel, kapjuk az egyiitthatok kozt fennallo feltételekiil a kovetkezdket:

C-A B FE .
2B A D )
34. Adva van eqy ellipszis E és ez ellipszis sikjaban vdlasztunk eqy H egyenest, mely annak eqyik tengelyére me-
réleges. Feleljen meg a H egyenesnek egy kor, melyet h-val fogunk jeldlni, s mely a kévetkezd feltételeknek felel meg:
Kozéppontja az ellipszis azon tengelyén van, mely merdleges a H egyenesre €s az ellipszis eqy M pontjabol a kérhoz
hizott érintd négyzetének ardnya ugyanezen pontnak a H egyenestdli tavolsiga négyzetéhez dllando, azaz figgetlen az
M pontnak helyzetétdl az ellipszisen.

1° Hatdroztassék meg a kor kézéppontjdinak helyzete, sugarinak nagysiga és az dllandd ardny szamértéke; melyek
a feladat lehetdségének feltételei és ha ezek kielégitvék, hatdroztassék meg a kér helyzete a H egyeneshez és az E
ellipszishez viszonyitva. Mely esetben nincs a kornek egy pontja sem az ellipszisen kivil vagy beliil.

20 Legyen H és K két egyenes, melynek mindegyike az ellipszis egy-egy tengelyére merdleges. Legyen P a két egyenes
metszéspontja €s jelelje h és k a két eqyenesnek megfeleld koroket. Bebizonyitandd, hogy a korék czentrdlisa a P ponton
megy keresztil. Mi lesz a P pont mértani helye, ha a kérok érintkeznek? Mi lesz a P pont mértani helye, ha a kérok
kézos szeldje a P ponton megy keresztil?



30 Legyen H és H' két egyenes, mely az ellipszis nagy tengelyére merdleges és h és h' a megfeleld két kor. Bizo-
nyittassék be, hogy ha az M pont az ellipszisen mozog, a kirékhéz hizott érintdék dsszege vagy kilombsége dllando, ha
az M pont dltal leirt ellipszisiv az egyenesek kézé esik vagy sem. Mdodosittassék e tulajdonsdg kijelentése kelloképpen,
ha a két eqgyenes a kis tengelyre merdleges.

Legyen az adott ellipsis egyenlete

b z? + a*y? = a?b? 1)
Az egyenesé
z—m=20 2)
A kivant kor egyenlete
(x—p)?+y*=¢ 3)

M (z.y) az ellipsis keriiletében egy pont, melyb6l a korhéz vont érint6 hosszanak négyzete
P =@-p’+y" -
M pontnak az egyenest6l mért tavola
d? = (x —m)?

Feltétel szerint
(z—p)°+y>— ¢ =k(z—m)

hol £ alland6 szam.
Ez egyenlgségnek M barmely helyzete mellett allania kell, tehat érvényes akkor is, ha a f6tengelyek végpontjaiban
képzeljiik, mely esetekre

(a—p)> = ¢ = k(a—m)* 4)
(a+p)* - =k(a+m)? 5)
P>+ 02— (% =km? 6)

E harom egyenletbdl k szamértéke p és ¢ nagysadga meghatarozhato s a kovetkezd értékek erednek

a?—b? 2

T
az excentricitas szam-értéke )
2,2
¢ =p01-— )
vagy ha p elébbi értékét helyettezziik
¢t =01~ i—i)

Minthogy k értéke valédi tort, a kor kozéppontja mindig az egyenes és az ellipsis kdzéppontja kozé esik s az m

tavolsagot
p k b? b .
- =— =—— aradnyban osztja.
m—p 1-k c? Y !

Tehat a kor kozéppontja egyszertien szerkeszthetd, ha a gydjtépontot a kis féltengely végpontjaval dsszekdtvén az
atfogora m-et felrakjuk s a szarmazott haromszéghoz hasonlot szerkesztiink. E derékszogi haromszog csticsabol az
atfogora merdlegest bocsatvan a gytjtépontnak e meréleges talppontjatol mért tavola

C
p=m cos’p, hol cosp=—.
a

¢? értékebsl kiolvashato, hogy csak addig valos, mig (p) < (c) a mi a kézéppontnak a gytjtGpont és az ellipsis
kozéppontja kozott fekvését koveteli.

Cmaw =b, ha p=0, szn =0, ha p=c
Ez esetben a megfelel§ egyenes a directrix. Az ellipsis és a kor kolesonos fekvését vizsgalvan a
b22? + a’y?® = a®b® s

2 2 2,,2

c a® —c*m
2 2, 22 _ 12
a”(z a2m) +a'y =0 p



egyenletekbdl y eliminatioja utan:
(r—m)>=0

ered, ami azt mondja, hogy a kor az ellipsist

b

x=m, y==x—+va®>—m?
a

pontokban mindig érinti, tehat mindig egész terjedelmében az ellipszisen beldl fekszik. Egyszersmind az is kitinik
ebbdl, hogy ugy a kor, mint az ellipszis a feladat lehet6 volta esetében az egyenest érintkezéspontjukban vagjak. Az
érintéspont azonban csak addig valés, mig m < a, azontul képzetes. Ha H egyenes a kis tengelyre meréleges, egyenlete:

y—n=>0
A kor egyenlete:
2+ y—q?=¢ & My

az ellipszis tetszésszerint vett pontja:
tt=a2>+(y-q? -G

Feltétel szerint
2+ (y—q)? = =ki(y—n)?

Ezen egyenlet helyes marad x és y barmely értékénél, melyek az ellipsis egyenletét kielégitik, tehat ha M a f6tengelyek
végpontjaiban van is, midén:

(b—q)* — ¢ = ki(b—n)? 4a)
(b+q)* = ¢ = k(b +n)? 5a)
a® 4+ q* — 2 =kn? 6a)
mely egyenletekbdl:
2
k1= 2
2
9= _b_Qn
bh 4 2n2 e
¢ = G2T =a*(1+ 6—2)

q értékébdl kovetkezik, hogy ez esetben a kor kozéppontja mindig kiviil esik, az egyenes és az ellipsis kozéppontja
meghatéaroztak kozon s pedig az ellipszis kdzéppontjatol ellenkezs oldalon, mint az egyenes. E pont az n tavolsagot

q
g+n a?

aranyban osztja.
(; értéke mutatja, hogy a kor mindig lehetséges és a sugar n értékével nagyobbodik.

Clmin:aa ha q:TL:O
Természetes, hogy ez esetben maximumrol nem lehet sz6. Az ellipszis és kor kolesonos fekvését vizsgalvan, a

b x? 4 a*y* = a®b*  és

egyenletekbdl = eliminiczidja utan:
(y—n)*=0

ered, ami azt mondja, hogy a kor az ellipsist mindig érinti
a
:E::tg b2—n2, y=n

pontokban. Az érintés valoban csak addig lehetséges, mig = elébbi értéke valds, tehat b > n, azaz: mig az egyenes az

ellipszist érinti vagy metszi. Ha azonban ez nem torténik a kor az ellipszist nem érinti s az egyenest nem metszi. Ez

esetben a kornek egy pontja sincs az ellipsisen beliil, hanem az utébbi egész terjedelmében a koron belil fekszik.
(Folytatjuk).



GEOMETRIA.

34. Folytatas.

Legyen a két egyenes:

s a megfelel6 korok
2 at — 2m?2 2 b+ e2n?

A centralis egyenlete:
2

a’z b3y 1
m An
egyszertien a kozéppontok coordinatai alapjan képezve. Ez egyenlet kdnnyen hozhaté kovetkezd alakra:
b*m
r—m)— ——(y—n)=0
(o= m) = = (y —n)
ha
2 =22
helyettezést tesziink. De az utobbi alak vildgosan mutatja, hogy a centralis mindig atmegy az
r—m=~0 és y—n=>0

egyenesek metszéspontjan.

Az eddigiek alapjan egyszertien, minden szamitas nélkiil kévetkezik, hogy ha az elébbi korok érintkeznek, ez érint-
kezés csak az ellipszis keriiletében torténhetik, tehat a korok egyidejiileg az ellipszist is érintik, mivel pedig a megfelels
egyenesek mindig a kor és ellipszis érintkezéspontjan mennek at, ezek metszése szintén az ellipszis keriiletében torténik

mindig, azaz P pont geometriai helye maga az ellipszis.

Ha a korok kozos szelGje atmegy P ponton, akkor az elébbi meggondolasokboél kovetkezik, hogy e kozos szel§ mindig

érintGje az ellipszisnek is a P pontban, tehat a geometriai hely ismét az elébbi: maga az ellipszis.
Ez allitasokat analytikailag is igazolhatjuk.
A két kor érintkezésének foltétele:

AVbAm? + a*n? = b3Vat — 2m? — Vbt + 2n?,

mert a kisebb kor a nagyobban fekszik, tehat csak beldl érintheti a nagyobbat. A kifejezést rationalissa téve:

b?>m? + a’*n® = o%b?

ered, ami m és n valtozdékban az adott ellipszis egyenlete.
A két kor kozos szelGjének egyenlete:

20°ma + 2a*ny = b*m? + a*n? + a*b?
s igy ha ez 4&tmegy P(m,n) ponton:
b2m2 + a2n? = a2
kovetkezik, ami szintén az ellipszis egyenlete m, n valtozékban.
ITI.

Legyen
H=xz-m=0, H=z2—m; =0

két a nagy tengelyre meréleges egyenes egyenlete. A megfelel6 korok:

2 4 2,2

c a* —c*m
(x——zm)2+y2=b274

a a
& 2 4 _ 2,2
c a® —c'm
2 2 2 1
(= —=mi)"+y =b"——7p—

a a

egyenletekben advak. Feltétel szerint:
2
2 _ ¢ 2



c
2 = F(;v —my)?
azaz:
c c
t=+—(x—m), t1=x—(z—m)
a
Ha M pont az egyenesek kozé esik, akkor pl.
mp<xr<<m
vagy forditva. De ez esetben
T —mq és r—m
kiilonbozs elgjeldek ugy, hogy:
t:—g(:t—m) t :E(x—m)
a ) 1 a 1

veendd, hogy a t és t; tavolsagok pozitiv értékek legyenek.
E két egyenletbdl pedig.

(&
t—l—tl:E(m—ml)

allando.
Ha M pontot az egyenesek meghataroztak tavon kiviil esik:

T2m és T2 m
all. Ugyde az esetben

r—m és T — mq

mindig egyenl(’j jelﬁek éS igy pl.:
9 1 1),

honnan:
c
t—tl = —(ml —m)
a

allando.
Ha az egyenesek a kis tengelyre merélegesek, tehat:

H=y—n=0 H=y—-n=0

egyenletekben advan és a megfelel§ korok egyenletei:

2 b* 4 ?n?

2 + (y + b—zn)2 = azT

és 2 4 2,2
c b* +c*n

1'2 + (y + b_2n1)2 = G/le

Feltétel szerint:
2
c 2

R )

C2

= b_g(y —mny)?

honnan az érint6k képzetesek, a mi természetes, mert, mint kimutattuk ez esetben az ellipszis minden M pontja

a korokon beldl fekszik. Ha azonban C—Q—et absolut értékében vessziik, akkor ¢ és t; a koroknek M ponton &tmend

atmérGjére e pontban emelt mer6leges hurok felét jelentik, vagyis a tétel ez esetben igy fogalmazhaté: Ha H és Hy
a kis tengelyre meréleges egyenesek s h és h' a megfelels korok, akkor az ellipszis egy tetszésszerinti pontjan atmend
dtmérdkre ez M pontban emelt mer6leges hurok Gsszege vagy kiilonbsége allando, a szerint, amint az M pont altal
leirt ellipsis iv az egyenesek kozé esik vagy sem. Ha tehat ez esetre d és d; az illetd félharokat jelentik, melyek értékei:

&= -2"=(y-q
di = ¢ —2* ~ (y—q)°
egyenlGségekbdl kovetkeznek, a feltételek igy alakulnak:

d=£i(y=n), di=+3(y—m)



Ha most M pont az egyenesek kozé esik, az az:
np<y<n

az y —ny és y — n kiilonbségek ellenkezd elGjeltek s igy d és d; positiv voltara:

c c
d:—g(y—n), dlzg(y—nl)
értékek veenddk honnan: .
d+d; = Z(?’L—?’Ll)
allando, mig ha M az egyeneseken kiviil esik, tehat pl:
Yy >ny, y>n
egyenl6tlenségek allanak:
c c
dzE(y—n), dlzl;(y—nl)

veenddk, honnan:
d—d1 = g(nl —TL)

allando, s igy az értékek kétszerese is, a mi az allitas helyes voltat igazolja. A feladat a hyperbola esetében teljesen
egyezs eredményeket ad, azonban az utolséd tétel modositott alakja nélkiil. Az eredmények egyszertien felirhatok, ha az
elsbbiekben b? helyett —b2-6t tesziink, vagy ami mindegy: b-t i - b-vel cseréljiik fel s az eredményeket megfeleld modon
értelmezziik. Itt a megfelel§ korok sugarainak csak alsdéhatara van.

30. Egy sik minden M pontjin keresztil két hyperbola rajzolhalto, melyeknek egyenletei az Ox, Oy derékszogi
koordindta tengelyekre vonatkoztatva
a*ry +ay+x =0,

hol a vdltozé paraméter; mily (C) gérbe-vonalon kell az M pontnak fekiidnie, hogy a hiperbolik e pontban derékszog
alatt messék eqymdst?

Hdny pontban metszi a (C) gorbe-vonat az a’xy + ay + = = 0 egyenletd hyperboldkat. Csak azon pontok veenddk
tekintetbe, melyek sem végtelen tdvol nincsenek, sem a koordindta rendszer kezddpontjaval nem esnek egybe.

Mily dsszefiiggésnek kell a és b kézdtt fenndllania, hogy a kovetkezd két hyperbola, melyeknek egyenletei

a*ry +ay+x =0,

blzy 4+ by +2 =0,

eqgymdst derékszdg alatt messe oly pontban, mely kilémbozik a koordindta-rendszer kezddpontjatol. Ezen dsszefliggés egy
(C") gérbe-vonalat értelmez; szerkesztendd a gorbe-vonal. Hdny véges és a kezddponttdl kilombozd pontban metszi az
elobb értelmezett (C) gorbe-vonal a (C") girbe vonalat?

(Licenciatusi stipendium elnyeréséért versenyzk irasbeli dolgozata, 1894.)

Annak kifejezésére, hogy az (a) gorbe-vonal az M («, ) ponton megy keresztiil, a kévetkezs egyenletet nyerjiik:
a*af+af+a=0 1)

mely a-nak két értékét a’-et és a”’-t szolgaltatja. Fejezziik ki azon koriilményt; hogy az (a’) és (a”) hyperbolak érintéi
az M pontban egymaésra merdlegesek, egyenlet alakjaban. E hyperbolak érintéi a kovetkezd egyenletek altal advak:

(a?B+1)(x —a)+ (a?a+d)(y—F) =0
(B +1)(x—a)+ (aa+d")(y—B) =0
tehat a merdlegesség feltétele
(0/26 + 1)(@//26 4 1) 4 (a/2a+a/)(a//2a+a//) -0

vagy kifejtve
(a/za//z(az + ﬁ2) 4 (a/2 4 al/2)6 + a/a//(a/ + a”)a + a/a// +1=0 2)

Az 1) alatti egyenletbdl kovetkezik, hogy:

mibdgl



Ezen értékeket a 2)-be helyettesitve, ez a kovetkezd alakot veszi fel:

a?+p52 B
52 +—5-1=0;
vagy a nevezfk eltavolitasa utan
at+B2=0

A (C) tehat negyedrendd, parabolikus gorbe-vonal. Hogy az
x4+ y3 =0
alzy+ay+x=0

gbrbe vonalak valds és véges tavolsagban fekvd metszéspontjainak szaméarol tajékozodhassunk, keressiik azon egyenes
vonalak szamat, melyek a koordinata-rendszer kezdSpontjan és a két gorbe-vonal egy-egy metszéspontjan mennek
keresztiil. Egy ilyen egyenes egyenlete:

Y = ux

Ezen egyenletbdl és a két megel6zobdl kikiiszoboljiik az z-et és y-t. A hany valos gyoke lesz a szarmazo egyenletnek,
melyben u az ismeretlen, annyi lesz a keresett pontok szdma. A kikiisz6bolés utan nyert egyenlet a kovetkezs:

aut —au—1=0

Ezen egyenletnek csak 2 valés, még pedig egy positiv és egy negativ gyoke van.*) Ha « és § a coordinatai az
alzy+ay+x=0
blay +by4+ =0

egyenletek altal értelmezett hyperboldk egy kozos pontjanak, annak feltételét, hogy e gorbevonalak merélegesek egy-
méssal az M («, () pontban, a kovetkezs egyenlet fejezi ki.

(a®B+1)(V*B+1) + (a®*a+a)(b*a +b) =0

s ha ebben « és 3 helyébe az
a’af+af+a=0

baf+bf+a=0

egyenletekbdl nyert értékeket helyettesitjiik, az a és b kozott relacziot nyeriink, mely a (C') gorbe vonalat értelmezi.
Kikiiszobolve a megel6z6 egyenletekbdl aS-at, a kovetkezd egyenlete nyerjiik:

abf + (a+b)a =0

melybdl és a kovetkezSbol:
a’aB+af+a=0

1
=
1

a+b

1 1 a b
)= +1 b(1-— 1— =
(a ab+ ) ab+ )+a a+b a+b 0

vagy a nevez@k eltavolitasa utan

A (C") egyenlete tehat

(a+b)+a’® =0
Ha a-t és b-t egy pont koordinatainak tekintjiik, e relaczié egy gorbevonalat értelmez, melynek egyenlete
(z+y)'+2°y’ =0 ()

A (C") gorbevonal keresztiil megy a koordinata rendszer kezddpontjén. Keressiik érintGjét e pontban.
Az érint6 alakja a kovetkezs lesz:
y—ur =0

kérdezziik, hogy az u mely értékeinél lesz ez egyenesnek és a (C') gorbevonalnak legalabb két egybeesé pontja?
Kikiiszobolve y-t a két egyenletbdl, a kovetkezdt nyerjiik:
9 (1+u)?

Tt =—
e



s ez egyenlet két gyoke akkor egyenld, ha u = —1; a keresett érint6 egyenlete tehat
r+y=0

vagyis oly egyenes, mely a positiv = tengellyel 135°-nyi szoget képez.
Lathato tovabba a (C’) alatti egyenletbdl, hogy a gorbevonalnak valés pontjai csak ott vannak, hol a pontok
koordinétai kiilonboz6 elGjeliiek; vagy az
Yy =ux
1 4
22— (1+u)

u3
egyenletekbdl, ha v < 0.
A gorbevonal czentrikusan-szimmetrikus a koordinatarendszer kezdSpontjara nézve; elegendd 2 valtozasait tanul-
méanyozni, ha u valtozik; v valtozhatik —oo-tél 0-ig.
Vizsgaljuk tehét a
14 u)?
RS
U
fiiggvény valtozasait. A fiiggvény derivdtdja, vagyis a

_ 1 3
lim Z:Z/:#(?’_U)
ur=u U — U u

2

kifejezés elGjele mindig megegyezik az (1 4 u) elGjelével; az ©° = z valtozasait tehat a kovetkezs tablazat tiinteti fel:

u | —oo — -1 — 0
!

z | —oo | — 0 + +00
22 | 400 | fogy | 0 | novekedik | 400

Keressiik mar most a (C) és a (C") metszéspontjait. Kiiszoboljiik ki ismét az

B+ (x+y)t=0
' +y* =0
y—ur =20

egyenletekbdl az x-et és az y-t. Az eredmény a kovetkezd:
ud +(1+u)*=0

Ugyancsak a kovetkezd czikk**) fejtegetésébol kovetkezik, hogy a fenntebbi egyenletnek csak egy valos gyoke van, mely
1 és —1 kozott fekszik. A két gorbevonal tehét csak egy véges és a kezdGponttdl kiillonbozs pontban metszi egymast.
*) Lasd a kovetkezd czikket.
**) Jelen szambol térsziike miatt kimaradt. A jové kettGs szamban fogjuk kozolni.
Szerk.

Jegyzet a 30. feladat megoldasahoz.

I.
Hogy az
aut —au—1=0

egyenletnek csak 2 valés, még pedig egy positiv és egy negativ gyoke van, azt a Descartes-féle jelszabaly segitségével
ismerhetjiik fel. E szabaly kovetkezSképpen hangzik:

Valamely egyenletben a positiv gy6kok szama sohasem nagyobb az ezen egyenletben foglalt jelvaltozasok szamanal.

Valamely egyenletben a negativ gyokok szama sohasem nagyobb, mint a megfelel§ negativ*) egyenletben foglalt
jelvaltozéasok szama.

Minthogy a jelek sorozata az

dut—au—-1=0

egyenletben
+ — —

a jelvaltozasok szama 1, s igy legfeljebb 1 positiv gyok létezik. A negativ egyenletben a jelek sorozata a kovetkezo:

+ o+ -



igy a jelvaltozasok szama ismét 1. Minthogy végre az

aut —au—-1=0
egyenlet els§ és utolso tagja ellenkezd elGjeld, az egyenletnek legalabb egy valés gyoke van; minthogy mésrészt az
egyenlet fokszama paros, az egy valos gyok mellett még egy valos gydknek kell el6fordulni. Ezen eredmény Gsszevetésébdl
a Descartes-féle jelszabaly eredményeivel, kdvetkezik, hogy az egyenletnek 2 és csak 2 valds gyoke van, még pedig egy
positiv és egy negativ. A Descartes-féle jelszabaly levezetése megtalalhato: Konig Gyula " Analizis" els6 kotete, masodik
részének 132. és 133. pontjaiban.

*) A g(z) = 0 egyenletnek megfelels negativ egyenlet a (g — x) = 0.



II.
Hogy az
uw + (u+ 1) =0
egyenletnek csak egy valos gyoke van, mely 0 és 1 kozott fekszik, az Sturm-tételével mutathato ki.

Hogy ezt megfogalmazhassuk, a kévetkezoket kell el6rebocsatanunk:
Legyen adva az f(z) = 0 egyenlet s képezziik az f'(x) = 0 egyenletet, melyben f’'(x) az f(z)-b6l a kovetkezSképpen

szarmaztatando: i B - )
+hn)—flx
") = lim 2T 7 S
fi(z) = lim h
Osszuk el mar most az f(x)-et, vagy annak valamely tetszésszerinti dllandé A; szammal szorzott alakjat f(x)-szel s
legyen az osztas hanyadosa g;(x), a maradék — Ry (z). Ekkor

A1 f(z) = f(2)q1(x) — Ry (x)
képezziik tovabba a kovetkezd analog alaku egyenleteket:
Ay f'(z) = Ri(2)g2(x) — Ra(x)

Akkaz(I) = kal(x)qk (33) — Rk(I)
A= Ri_s(z) = Ri—y(x)q(x) — Ry,

hol A; ... A; positiv szamok és R; végre az z-t6l fliggetlen szdmérték.
A Sturn-féle fiigguények sorozata a kovetkezs:

fx), fl(z), Ri(z), ..., Ri_i(x), Rip(x) Rrw1(z), ..., Ri.

Ezek utan Sturm-tétele a kovetkezSképpen hangzik:

Legyen a és b két valds szam, és a < b; e szdmok helyettesitése a Sturm-féle fliggvények sorozataba két szamsort
ad, melyben a jelvaltozasok szama legyen V,, illetSleg V4. Ekkor V, — V} positiv egész szam vagy 0, és pontosan az
f(z) = 0 egyenlet azon «; gydkeinek szama, melyekre nézve a < «; < b. x %)

Minthogy az

fw)=v’+(1+u)'=0

egyenletben
f(=1)=~1, f(0)=+1;

tovdbba minden mas k < —1 negativ szamra nézve f = (k) < 0, s minden ! > 0 szamra nézve f(I) > 0, az
egyenletnek csak a (—1)-t6l 0-ig terjedd szamtartomanyban lehetnek valos gyokei, e tartomény hatarainak, az a = —1
és b = 0 szamoknak, az egyenlet Sturm-féle fiiggvényei sorozataba vald helyettesitése utan oly két szdmsorozatot
kapunk, melyekben a jelvaltozasok szamaira,
Voi—Vo=1.
Igy tehat az
uw + (u+ 1)1 =0

egyenletnek egy és csak egy valos gyoke van, s ez a (—1) és 0 hatarok kozé esik.
**)Lasd ugyancsak Konig "Analizis" czimd mtvében a masodik rész 134. és 135. pontjait.

ALGEBRA.

31. Négy réz-suly dsszesen 40 kilogrammot nyom; segitségikkel minden egész szamu suly 1 — 40 kilogrammig meg-
mérhetd; mekkordk e silyok?

Legyenek e négy réz-stuly szam értékei rendre x, y, z és u. Akkor minden szam 1 — 40-ig a kovetkez$ alakban
fejezhets ki a feladat értelmében.
ax + by + cz + du.

hol az a, b, ¢ és d mennyiségek csak a —1, 0 és 1 értékeket vehetik fel, mert minden sily egy-ugyanazon mérésénél csak
legfeljebb 1-szer, 0-szor, vagy —1-szer (utobbi esetben tudniillik akkor mikor a suly a megmérends targgyal egyiitt a
meérleg ugyanazon serpenydjébe jut,) fordulhat el6. Az x, y, z és u, tehat egy szamrendszer alapszaméanak egymasra
kovetkezd hatvanyai gyanant tekinthetk, melyben azonban csak harom szamjegy fordul els. E szamrendszer alap
szama ennélfogva nem lehet egyéb, mint a 3, s igy tehét,

z=3"=1 y=3'=3, 2=32=9, u=3%=2T.

P:6=1-9+(—1)-3; 32=1-27+1-9+(—1)-3+(—1)- L stb



GEOMETRIA.

28. Legyen adva az S(a, b, ¢, d) sugdrrendszer. Messik ezt a C pontbol hizott két egyenessel. Az egyiknek met-
széspontjait az a, b, c és d sugarakkal jeleljiik A, B, C és D-vel, a mdsikéit A, B', C' és D’'-tel. Bizonyittassék
be, miszerint

(ABCD) = (A'B'C'D’),
hol az (ABCD) symbolum értelmezését a kdvetkezd egyenlet szolgdltatja:

AC  AD

Huzzunk az S pontbol parhuzamosat az OA egyenessel, mig az az OA’ egyenest Q pontban metszi. Huzzunk
tovabba az S pontbol az OA’ egyenessel parhuzamosat, mig ez az OA-t R pontban metszi.
Az SAR és A’'SQ haromszdgek hasonloségabol folynak a kdvetkezs aranylatok:

AR: RS =S5Q" : Q' A
vagy minthogy
SR=Q'0 & SQ = RO
AR:0Q' =RQ: QA
mibdl
0Q' - RO

AR= =52

Minthogy azonban OQ’ és RO dllandé mennyiségek, ennélfogva szorzatuk is allando és értéke jeleltessek k-val. Igy
tehat

k
AR= o7
k
CR= G
Minthogy pedig:
k k
aZért yal I AT el
oo M@ -QA)  k.AC
- Q'A/ . Q’C’ - Q’A' K Q/C/'
Hasonloképpen
k-B'C’
BC = Q/B/ . Q/O/
m1b61 Fal Yol yal / /
A . poLAC BC _AC QB
: Q/A/ : Q/B/ B'C’ Q/A/
Eppigy kovetkezik, hogy:
AD ' BD B A/D/ ' B/D/ B A/D/ Q/B/

QA QB -~ BD ’ QA
mibdl végre
AC : BC :: AD : BD=AC' : B'C' :: AD' : B'D

27. Rajzoljunk az ABC' hdromszdg koril kort és hizzuk meg ennek érintdit a B és C pontokban. Legyen ezek
metszéspontja P. Hizzunk a P pontbol tetszés szerinti egyenest, mely az AC egyenest B’ és az AB egyenest C’
pontokban, a kirt pedig QQ és R pontokban metszi. Bizonyittassék be, miszerint

c'Q : BQ=CR : -B'R.

Nevezziik a BC és QR egyenesek metszéspontjat A'-nek.
Kimutathato, hogy
(C'B'QR) = (PA'QR).



Minthogy az A(BCQR) sugarsor szogei: BAP, CAQ, BAR és CAR rendre egyenlSk a B(PCQR) sugérsor szogeivel:
PBC, CBQ, PBR és CBR szogekkel, e két sugarsor ugy egymasra fektethets, hogy B az A-rajut, ésaz AB, AC, AQ
és AR egyenesek (nem tdvolsigok) a BP, BC, BQ és BR egyenesekkel (nem tdvolsigokkal) Osszeesnek.

Vigyiik ra az AB egyenesre az AP, = BP, az AC egyenesre az AA; = BA', az AQ egyenesre az AQ; = BQ és
végre az AR egyenesre az AR; = BR tavolsagokat. Ekkor P, A; (1 és Ry egy egyenesbe esnek és

(Pr A1 Q1 Ri) = (PA'QR).
De az elgbbi feladat eredménye értelmében
(C'B'QR) = (P A1 Q1 Ry)

tehat
(C'"B'QR)=(PA'QR).

Hasonloképpen kimutathato az A(BCQR) és C(BPQR) sugarsorok egybevagosagabol, hogy
(C'B'QR) = (A'PQR).
Keressiik méar most a (PA'QR) = (A'PQR) symbolum szamértékét. A symbolum értelmezésénél fogva

PQ PR _AQ AR
AQ AR PQ PR

mibdl
pPQ AQ PR AR
A'Q ° PQ AR PR
v
e PQ? PR?
A/Q2 = A/R2

mely egyenl&ségbdl tovabba

PQ . PR]*_,
{A’Q ' A’R] B

és igy
(PA'QR) = (A PQR) = +1

A két symbolum szameértéke azonban csak akkor lehetne egyenls a positiv egységgel, ha 0 egybeesnék R-rel. Minthogy
ezen eset altalanossagban nem 4all fonn, az érték csak a negativ egység lehet.

Vagyis
(PA'QR) = (A'PQR) = (C'B'QR) = —1

De ez utobbi egyenletbél
C'Q:B'Q:CR:BR=-1

azaz
C'Q:B'Q=CR:-B'R.

Q.E.D.
Egy tantétel a parabolarél *)

Legyenek MT, MT’ az M pontbél a parabolahoz vont érinték, melynek gyujtépontja F. Ekkor:
FM?=FT -FT'

E relacziot igazolhatjuk az analytikai geometria segélyével, ha koordinata tengelyekiil valasztjuk a parabola szimmet-
riatengelyét és a csicsponti érint6t. Az M (xg, yo) pontbdl a parabolahoz hiuzott érintSk érintési pontjainak koordinatai

meghatarozhatok a kévetkezs egyenletekbdl:
y? —2px =0,

yyo — p(w + x0) = 0.

Az érintési pontok abscisséi tehat a kdvetkezs egyenlet gyokei:

(p(z + 0))* = 2pygz = 0



vagy
p*a® + 2p(pxo — yg)x + p*af =0

Ha ez egyenlet gyokei x és 2/, akkor

_ p r_ 0 P
FT—,’E—|—2, FT x+2,

és ennek folytan

b p2
FT-FT' =a2/ + (e +a') +
vagyis:
2(y2 — 2
FT-FT’:Ig+B.M+p_,
2 P 1

mely egyszertsitve a kovetkez§ alakot nyeri:

e kifejezés az F'M négyzetét dbréazolja.

A tétel a planimetria segélyével is bebizonyithato.

Huzzuk az M H egyenest, mely parhuzamos a parabola tengelyével s a mely F'T'-et H-ban metszi.

Ismeretes, miszerint az FM felezi a TEFT' szoget és hogy az FMT és HMT' szbgek egyenlsk. De minthogy az
érinté a T’ pontban egyenld szdgeket alkot a tengellyel és az F'T’ vezérsugarral, a HMT' és MT'H szdgek egyenlok;
ennélfogva az FMT és F'T' M haromszdgek szogei rendre egyenldk s igy ezen haromszdgek hasonlok, mibsl kovetkezik,

hogy.
FM  FT'

FT ~ FM

vagyis
FT-FT' =FM .

Ha tehat egy TFT' szdg felezd egyenesén valasztunk egy M pontot, melyre nézve FM az FT és FT' mértani
kozéparanyosa, akkor 1étezik egy parabola, melynek gyujtopontja F' és mely érinti az MT egyenest T pontban, és az
MT’ egyenest T’ pontban.

Ha az MF egyenesen egy M’ pontot valasztunk, melyre nézve M F = FM’', egy méasodik paraboléat fogunk nyerni,
melynek gytjtopontja szintén F, s mely az M'T és M'T’ egyeneseket a T és T pontokban érinti.

E két parabola kiilonben megoldasat képezi a kovetkezd feladatnak:

Meghatéarozandok azon paraboldk, melyeknek gyujtopontja F és melyek a T és T’ pontokon mennek keresztiil.

E megjegyzésbdl konnyen levezethets a kovetkezd tétel, melyet Lemoine Emil, az "Intermédiaire des Mathématici-
ens” szerkesztGje allitott fel, s mely a kovetkezGképpen hangzik:

Ha egy ellipszis egy M pontjaban, melynek gytjtépontjai F' és F’', meghiizzuk a normalist s ezen két pontot
valasztunk N-et és N'-et, melyekre nézve

MN° =MN" = MF-MF'

akkor az ONF’ sz6g=M NF szog és az ON'F' = MN'F.

Megjegyzendd, hogy miutan:
MN?*=MF-MF'

és az NN’ normalis az FMF' szog felezd egyenese, a parabolanak mely az FN és F'N egyeneseket az ' és F’
pontokban érinti, gytujtéopontja az M pont.

Minthogy tovabba FM + F’'M = 2a, ez utébbi parabola vezérvonalanak tavolsaga az ellipszis kézéppontjatol O-t6l
egyenl a-val; e vezérvonal érinti tehat az O pontbol mint kozépponttol, az ellipszis nagy-tengelye mint atmérd koriil
leirt kort.

Lemoine tantételének bizonyitasa a kovetkez6kben adatik.

Nevezziik m és m’-nek az NF és NF' egyenesek auguldris-coefficienseit; (az y = mz + n egyenletb6l) p és p'-nek
az NM és NO egyenesekéit.
Hogy igazoljuk az MNF és F'NO szdgek egyenldségét, elegendd kimutatni a kdvetkezs egyenlSség helyességét:

m—p o —m
L+mp  1+m'y’

de ezen egyenlGség egyenértéki a kovetkezdvel:

m+m'  p4
L—mm'  1—pup’




mely azt fejezi ki, hogy az FNF' és M NO szogeknek kozos felezs egyenesiik van. A normalis egyenlete az M (z,, yo)
pontban:
T—%o _Y—Yo
ﬂ
112

Yo
b2

Ha feltételezziik, hogy z és y az N pont koordinatéi és b’ az OM félatmérének megfelels konjugélt félatmeérs o', akkor:

3,8
at vt a2p?

— = = ecab (e ==1)

egyenletek szolgaltatjak. E koordinatak a kovetkezok:

T
= — b
T a(a+ €)

Yy = y_bo (a+ be)
Tegyiik fel, hogy az ¢ = +1 az N, az ¢ = —1 az N’ pontot szolgaltatja.
Kozvetleniil igazolhaté, miszerint
22 +y? = (a+be)?

tehat
ON = (a+b) é ON'=(a-0).
Ezek utan:
_ % G
b2{E0 ’ b.IO ’
tehat
p+p' abla+b)zoyo
-y boag —abyg
Maésrészt:

m+m' 2ab(a + b)xoyo

L—mm’  (a+b)(b223 — a2y?) — a — b)a2b?
s igy tehat csak azt kell kimutatni, hogy

2(b%x3 — a®x?) = (a+ b)(V*x2 — a*x?) — (a — b)a’b?

mi semminemi nehézségekkel sem jar.
*)A "Bulletin de Mathématiques Spéciales" 1894. évi oktoberi szamabol.

Jegyzet az el6bbi czikkhez.
(Jamet, marseilli tanartol.*)

Kimutathato, hogy a Lemoine-féle tétel abrajaban az N EF'N’ négyszdg htirnégyszog.

(Ha ugyanis az F'M egyenesre felvissziik az MJ = M F hosszuségot, akkor az MF' - MF = MN' - M N egyen-
16ség értelmében, MF’ - M J is egyenls M N’ - M N-nel. Tehat az JNF'N’ négyszog hurnégyszog. De J és F pontok
szimmetrikusak az NN’ egyenesre az M pontban merdlegesen hizott egyenesre, mint tengelyre nézve. Ez pedig az
JNF'N' kir egy atmérdje lévén, az F pont is az JNF'N’ koron fekszik, vagyis az FNF'N' is hurnégyszog. Szerk.)

Abbél, hogy az FNF'N' négyszog hirnégyszog és hogy az ONF' = N'NF, kdvetkezik, hogy ONF' = N'F'F-fel
is; tovabbé, hogy az ON'F’ = NN'F egyenls egyszersmind az N F’ F-fel is.

Abbol, hogy F’ON = F'ON’ és ON - ON' = OF'? kivetkezik, hogy a parabolanak, mely NF’'-et N-ben és N'F'-
et N'-ben érinti, gytjtépontja az O. Minthogy F'M e paraboldnak egy atmérGje, az N'F'O szog = MF'N szoggel.
-Hasonloképpen lathato, hogy N'FO = MFN.

Osszefoglalva az egészet, azt latjuk, hogy a kovetkezs szogegyenlGségek allanak fenn:

1. FON = FON' é F'ON = F'ON’;
2. ONF = F'NN' = F'FN' = MFN;
3. ONF =FNN' =FF'N = MF'N;
4. ON'F' = FN'N = FF'N = MF'N’;



5. ON'F = F'N'N = F'FN = MFN.

Nem sziikséges emlitenem, hogy mind e szdgegyenlGségek levezetheték bizonyos haromszogek hasonlosagabol, ha a
kovetkez6 aranylatokbol indulunk ki:

MN  MF' MN'  MF'

MF ~ MN MF ~ MN'
Az el6bbi czikk masodik abrajanak tanulményozasa egy egyenesre vonatkozo megjegyzéssel végzédik, mely az O-t0l
OH = a tavolsagra fekszik. E megjegyzésnek tobb érdek és preczizitas kolesonozhets, ha megfontoljuk, hogy a f6kor
H pontja az ellipszis M pontjanak ordinatajan fekszik. Valoban kimutathaté, hogy

€S

FM =FG=a—c cosFOH
hol FG az F pont tavolsaga a parabola vezérvonalatoél és
F'M=FG =a+c cosFOH
(Ugyanis ha az M (zoyo) pont coordinatai zo és yo a kovetkezs egyenletek altal advak:
To =a COS( és Yo =>b sinp

bebizonyitandé, miszerint
¢ =FOH.

Minthogy
(a—c-cos FOH)? = y2 + (20 — ¢)*> = b?sin® p + a”® cos? ¢ — 2ac - cos o + ¢* =

=a?sin? p — ?sin? 4+ a? — a?sin® ¢ — 2ac - cosp + ¢ =

c?cos® p — 2ac-cosp + a® = (a — ¢ - cos p)?

kovetkezik, miszerint tényleg
cosp = cos FOH.

Szerk.)
Az M az ellipszis egy pontja lévén, H és H' a f6kor két pontja, melyek az M-mel egy ugyanazon, a nagy tengelyre
merdleges egyenesen fekszenek, N és N’ pedig azon pontok, melyben az ellipszis normélisa az M pontban az OH és
OH’ sugarakat metszi, kimondhatjuk végre, hogy az N és N’ pontok mértani helyei két kor altal advak, melyeknek
kozéppontja O, és melyeknek sugarai (a + b) és (a — b).
*) "Bulletin de mathématiques spéciales" p.46.

Geometriai jegyzet.*)

A kovetkezdkben az a czélom, hogy elemi bizonyitasat adjam a kdvetkezs nagyon ismert tételnek:

Ha valamely vidltozo hosszusdgi AB egyenes A és B végpontjai eqy szildrd xOy szog Ox és Oy szdrain siklanak oly
mddon, hogy az OA és OB tdvolsigok az OA x OB = m? reldcziot elégitik ki, az AB M kézéppontja egy hiperboldt ir
le.

Jelelje az I betii az 2Oy szog felez6 egyenesének és az AOB haromszog koriil irt kornek metszéspontjat, I’ a kor
11’ atmérSjének egyik végpontjat és S az AB egyenes és az emlitett szogfelezd egyenes metszéspontjét.

A kor, melynek kozéppontja I’ és mely az A és B pontokon megy keresztiil, az OI egyenest messe az F és F’
pontokban. E pontokra nézve

OF? =0F"? =0Ax OB =m?

tehat az F és I’ pontok szilardak. Méasrészt
OA x OB = OI x OS:

tehat
OF? =0F x F'O = 0I x OS
s igy tehat
(ISFF')=1IF:SF = IF': SF' = —1,

azaz az F és F' pontok az IS tavolsagot harmonikusan osztjak.**)

De ekkor az IM és SM sugarak az F'MF szoget is harmonikusan osztjak; s minthogy egymaéasra merdlegesek az
MS az F'MF szoget felezi.

Legyen K az F pont szimmetrikus pontja az M S tengelyre nézve és N az F'K és M .S metszéspontja; ekkor

MF'— MF = KF' =20N.



Azt éllitom, hogy ON é&llando.
Legyenek N, N’, és H az F, F', és O projekczioi az M1 egyenesre; akkor az (I) alatti egyenlGség, ha a benne
foglalt hosszakat egy az AB egyenesre meréleges iranyra vetitjik, a kovetkez6be megy at:

(OH + NF)(F'N'— OH) = OH(OH + MI)
és ez, minthogy O az F'F egyenes felez6-pontja, a kivetkezore redukalodik;
F'N'+ NF=0H - -MI.
Minthogy az AOB haromszog teriilete dllando, (az OA x OB = m? relaczional fogva), azért
OH x M B = const. = .

Az el6bbi relaczi6 tehat a kovetkezd alakot olti:

MI
F'N'+ NF = \—
+ MB

I
De az hanyados alland6, mert az ABI egyenld %xOy—nal.

MB
Ha most a N, N’ és I pontokon keresztiil mend kort tekintetbe vessziik, latjuk, hogy:

FN-F'N' =OF? - ON?,

mi azt bizonyitja, hogy ON? allando.
Tehét az M pont mértani helye hiperbola, melynek gyajtopontjai F és F'.

Rebuffel E.
*)"Journal de Mathématiques Elémentaires” publié par H. Vuiberrt 15-e année 1890-91. p 54.
**) Ugyanis:
IF=0F —-0l, SF =0OF - 0S8
IF' =OF' - 0lI, SF' =OF" - 0S8
tehat az

IF-SF'+IF -SF=0

egyenlGség a kovetkezore vezet:
(OF — OI(OF" — 0S) + (OF' — OI)(OF —0S) =0

mibél
OF -OF' —OI -OF' —OF -0S8 + OI - 05+
+OF -OF —OI-OF —OF'-0OS+0I-05=0
Minthogy
OF = FO' = —OF'
azért

OF -F'O=0I-08



