A szazadunk elejére-kozepére kialakult matematika egyik alapvetd jellemzdje az absztrakt struktarak” vizsgalata.

A matematikai rendszerek axiomatikus targyalasanak célja eredendGen (Euklidésztol kezdve) az volt, hogy a targy-
korben annyi axiomat (sarkigazsagot) irjunk fel, amennyib&l mar minden egyéb levezethets. Ez a — mondhatni statikus
— szemlélet a legtobb esetben cs6d6t mondott. Nem azért, mert a matematikusok olyan iigyetlenek voltak, hanem azért,
mert kideriilt, hogy ez éppen a legfontosabb esetekben nem is lehetséges. Ennek kovetkeztében szemléletvaltas kovet-
kezett be a matematikaban, amely bizonyos értelemben ujabb absztrakcios fokot jelentett.

Ez a szemléletvaltéds nagyjabol a kovetkezsket jelenti: Felirunk példaul annyi geometriai axiémat, amennyit — és
amelyeket — fontosnak tartunk. Ezek utan csak azokat a tételeket nézziik meg, amelyek a fenti axiomakbol (az elfogadott
bizonyitasi modszerekkel) kovetkeznek. Egyszer el6fordulhat, hogy olyan tételre bukkanunk, amelyet sem bizonyitani,
sem cafolni nem tudunk. Pontosabban szblva olyan tételre, amelyik nem kovetkezik az adott axiomakbol; de a tétel
tagadasa sem kovetkezik. Ekkor szemléletiink alapjan dontiink, hogy ,mit tegylink” ezzel a tétellel. (Ilyen helyzet allt
el6 — bar joval korabban — a parhuzamossagi axiémaval is. Mindennapi életiinkben ezt az axiémat elfogadhatjuk, de a
makrokozmoszban nem tudjuk, hogy mi az igazsag.)

Vannak azonban olyan matematikai dgak, ahol természetszeriileg konnyebben gytkeret verhetett ez a szemlélet.
Mindny4jan azt érezziik, hogy a valds szdmok, vagy az ,jigazi” geometriai tér objektiven adott dolgok. Nem ez a helyzet
példaul a halmazokkal, mert sok kiilonb6z6 halmaz van. Nem ez a helyzet a grafokkal, mert sok kiilonb6z6 graf van.
(Még azonos cstcsszamuak kozott is.) Ugyanigy nem ez a helyzet egy csoport vagy egy gyturd esetében vagy akar a
topologikus tereknél, mert ezekbdl mind mind tobb vanl. A halmazokat, grafokat, csoportokat, gytrtket, topologikus
tereket stb. matematikai struktira-fajtdknak nevezik.

Mig a valds szdmok halmazanak vagy a geometriai térnek a vizsgalatanal az volt a lényeg, hogy melyek azok a
tulajdonsagok, amelyek a valos szamhalmazra vagy a geometriai térre igazak, a felsorolt strukturak esetében olyan
tulajdonsagokat néziink, amelyek minden halmazra stb., de legalabbis minden bizonyos tulajdonsagi halmazra érvé-
nyesek.

Az altalanos igazsdgokhoz” sok-sok konkrét esetet kell latni. Szemléletiink gazdagitasa és tjabb példak vagy
ellenpéldak konstruélasa céljabol szamos tigynevezett konstrukcios eljirds sziiletett. Halmazok esetében példaul ilyenek:

a) Egy halmaz részhalmazanak a képzése.

b) Adott halmaz egy részhalmaza komplementerének a képzése.

c) Két részhalmaz kozos részének a képzése.

d) Két részhalmaz egyesitésének a képzése.

e) Két részhalmaz szimmetrikus differenciadjanak a képzése.

f
)

) Egy halmaz 6sszes részhalmazai halmazanak a képzése.
g) Két halmaz diszjunkt egyesitésének a képzése.

h) Két halmaz direkt szorzatanak a képzése.

Ismét tul sok lehet&séget soroltunk fel. Ezek mindegyikét részletesen vizsgalhatnank; mi azonban csak a két utolso
pontban felsoroltat vessziik szemiigyre.

Kezdjiik elGszor a direkt szorzattal:

Legyen A és B két tetszOleges halmaz. Ezek P = A x B direkt szorzatan azon (a, b) parok halmazat értjiik,
amelyekre a € A és b € B teljesiil. (Megjegyezziik, hogy ennek akkor is van értelme, ha a két adott halmaz egyike
tires; ekkor a direkt szorzat is az lires halmaz lesz.) Konnyen lathato, hogy véges halmazok esetében a direkt szorzat
elemszama megegyezik a két halmaz elemszdménak a szorzataval. Arra is érdemes felhivni a figyelmet, hogy A x B #
B x A; annak ellenére, hogy ,nagyon hasonlitanak”.

Nézziik most két halmaz diszjunkt egyesitését:

Legyen A és B két tetsz6leges halmaz. Ezeknek egyesitése az a C halmaz, amelynek elemei pontosan azok, amelyek
az A és B halmazok valamelyikében benne vannak. Lehetséges azonban, hogy a két halmaznak vannak kozos elemei,
amelyeket természetesen csak egyszer szamolunk. A diszjunkt egyesitésnél azonban olyan halmazoknak az egyesitését
nézziik, amelyeknek nincsenek k6z6s elemei. Még akkor is, ha vannak kozos elemek! Ez persze igy lehetetlen; valojaban
arrol van sz0, hogy az elemeket meg akarjuk kiilonboztetni aszerint, hogy melyik halmazban vannak. Példaul A = {1, 2}
és B = {2, 3}. Ekkor a diszjunkt egyesitésnek elemei az 1, a 3, a 2 az A-bol és az ettdl kiilonbozs 2 a B-bdl. Ezt
altalaban is megtehetjiik: példaul az A elemeihez egy A indexet, a B elemeihez egy B indexet irunk. Példaul a fenti
esetben A = {14, 24} és B = {25, 35}. Ekkor a diszjunkt egyesités Q = AW B = {14, 24,25,35}.

Feladatunk a kovetkez6 lesz: Képzeljiik el, hogy minden egyes halmaz egy ,mikrovilag”, amelynek a belsejébe nem
lathatunk be. Itt a kiilvilagban csak annyit latunk, hogy minden egyes halmaz egy objektum, de latjuk azokat a
fliggvényeket — példaul nyilak forméajdban — amelyek egyik halmazt a mésikba képezik. Ezenkiviill még az igazan
kiilonboz6 fiiggvényeket meg is tudjuk kiilonboztetni egymastol. (Késsbb még néhany dolgot fel kell tenniink e nyilak
kapcsolatarol.)

A P = A x B direkt szorzat elemei az (a, b) alaka parok, ahol @ € A és b € B. Ez azonnal indukal természetes
modon két fliggvényt, az o : P — A és 8 : P — B wvetitéseket ugy, hogy a((a, b)) = a és B((a, b)) = b. Ezek a
fiiggvények annyira szervesen hozzatartoznak a direkt szorzathoz, hogy célszertibb régton hozzavenni az elnevezéshez.

!Nem igazan fontos, hogy minden esetben tudjuk, mik azok a dolgok, amiket itt megjegyeztiink; csak az a lényeg lassuk, hogy szamos
olyan matematikai objektum-fajta van, amelyekbdl igen sok all rendelkezésiinkre.



Tekintettel arra, hogy a most megadandé definici6ban nem lesz benne, hogy az pontosan a megfelel§ parokbol all,
ezért az elnevezést is egy kissé megvaltoztatjuk; elhagyjuk a ,direkt” jelzét:

Az A és B halmazok szorzata egy {P > A, PiB} pdr. ..

Ilyen tulajdonsagu péar persze rengeteg van. Tetsz6leges X halmaz esetén létezik az {X LA, X LS B} par. Eppen
ezért meg kell talalnunk a direkt szorzat legjellemzébb, fliiggvényekkel megfogalmazhato tulajdonsagait. A legszembe-
tlinébb talan az, hogy A-ban is és B-ben is minden elem fellép képként. Sajnos ezt a tulajdonsagot csak akkor tudjuk
direkt médon megfogni, ha ,bekukucskilunk” a halmazokba. Valami indirekt lehetGséget az ad, hogy tulajdonképpen
tudjuk, hogy ilyen fliggvények vannak. Ha tehat olyan kitétellel fogalmazunk, hogy ,minden ... fliggvényre”, akkor ezek
kozott azok a fliggvények is ott lesznek, amelyek A-ra, illetve B-re képeznek. Tekintsiink tehat most egy tetszdleges
X halmazt, amelyet valamilyen médon leképeziink A-ba is és B-be is:

... gy, hogy valahdnyszor adott az {X 54 X * B} pdr,...

Mit tudunk errél az esetrsl mondani? Példaul azt, hogy az X halmaz tetsz6leges x elemére o(x) € A és ¢(z) € B.
Eszerint a P halmazban ott van a (p(z), ¥(x)) par. Ekkor viszont megadhaté az z — (p(z), ¥(x)) fliggvény. Exzt
most irjuk le gyorsan:

... mindig létezik eqy X 5p fiigguény gy, hogy. ..

Az, hogy milyen tulajdonsagu ez a fiiggvény, mar latszik, hiszen a(®(z)) = ¢(x) és S(P(x)) = ¢(z). Csak az a
kérdés, hogy mit értsiink azon, hogy ,egy fliggvényt a masik utan alkalmazunk™ Az eredmény ismét egy fiiggvény lesz,
amit tehat tekinthetiink egy ,fiiggvényeken értelmezett miiveletnek”. Vigyazni kell azonban arra, hogy ez a mivelet
nem mindig végezhets el.

Ha VSW és ULV fiiggvények, akkor jeldlje USSW azt a fliggvényt, amelyet £ o n(u) = &(n(u))
definial, tetszdleges u € U esetén. Konnyen lathato, hogy ez a szorzas asszociativ.

Ezzel a szorzassal megfogalmazva:

a0 =pés fod=1,...

Ezzel mar sikeriilt kifejezni azt, hogy az elképzelt direkt szorzat elég nagy, pontosabban szélva benne van minden

(a, b) alaki elem. Példanak okéért, ha egy {P’ SA, P g, B} par teljesiti a megkivant feltételt, akkor X-nek a direkt
szorzatot, p-nek és y-nek a megfelels vetitést valasztva a kovetkezdket kapjuk: ¢ = o' o ® és ¢ = 3’ o ® kivetkeztében
a = o (®((a, b)) és b= F(®((a, b)). Masszoval, ha ® az (a1, b1) és (a2, bz) part ugyanabba a p’ € P’ elembe viszi,
akkor

a1 = ¢((a1, b1)) = &/ (®((a1,b1)) = &' (p) = &/ (2((az, b2)) = p((az, b2)) = az,

és hasonléan by = by. Ez pedig azt jelenti, hogy a szébanforgé P halmaz valéban tartalmazza a direkt szorzatot. A
kérdés csak az, hogy nem lehet-e nagyobb nala. Bizony, az eddigiek alapjan ez lehetséges. Nézziik meg, miképpen
tudjuk ezt a lehet&séget elkeriilni.

Tegyiik fel, hogy P az (a, b) alakd elemeken kiviil tartalmaz még egy tovabbi p elemet. Ekkor a(p) € A és S(p) € B;
és igy persze p1 = (a(p), B(p)) is eleme P-nek. Nyilvan p; # p, de ezt a két elemet ,nem tudjuk megkiilonboztetni”.

Pontosan ez ad lehetGséget ennek az ijabb elemnek a kizarasara. Az eredeti X 5p fliggvény mellett ugyanis létezik

egy olyan X 2 P fiiggvény is, amelyik azokat az elemeket, amelyeket ® a p;-re képezett a p-re képezi, de a t6bbi elem
képe valtozatlan marad. Igy ®; # ®. Ezzel szemben co ®; = ao® = p és fo®; = Bod = 1p. A felesleges” elem
tehat kizarhato azzal, hogy:

...6s ez a P figguény egyértelmien meghatdrozott.

Osszefoglalva:

Az A és B halmazok direkt szorzata egy {P = A, r3 B} pdr gy, hogy valahdnyszor adott az {X LA X gB}
par, mindig létezik eqy X 3 P fiigguény gy, hogy ao® = @ és fod = 1), és ez a P fiigguény egyértelmiien meghatdrozott.

Az eddigiekbdl az mar vilagos, hogy a direkt szorzat (beleértve az adott halmazokra valo fliggvényeket is!) rendel-
kezik az itt megfogalmazott tulajdonsaggal. Az viszont egyaltalaban nem latszik, hogy mas halmaz és hozzatartozo
fliggvénypéar nem lehet ugyancsak ilyen tulajdonsigu. Persze, ha ,belekukucskidlunk” a halmazokba, akkor lathatjuk,
hogy mas eset nem létezhet. Pontosabban szélva lényegesen més eset nem létezhet. Ha ugyanis minden elemet , atne-
veziink”, példaul (a, b) helyett egy pq,, p-vel jelolt 4j elemet irunk, akkor ezeknek az elemeknek a P* halmaza is éppen
olyan megfelels lesz; még az adott halmazokra valo fiiggvények is megadhatok tgy, hogy o™ (pa, ») = a és % (pa, v) = b.

Ez az atnevezés egy (a, b) < pqp kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést jelent. Ez a fogalom igy persze ugyancsak
egy ,belil” megfogalmazott tulajdonsag. ,Kiviil” csak annyit latunk, hogy az a 9 : P — P* és € : P* — P fiiggvény,
amelyet 9((a, b)) = pq, v, illetve e(pq, ») = (a, b) definidl, egyméasnak inverzei; vagyis mind az € o ¢, mind a 9 o€ a
megfelel§ halmazok identikus leképezései, azaz minden elemet onmagara képeznek. Ezzel a ,szorzat-tulajdonsaggal”
csak a kolesonosen egyértelmi fiiggvények rendelkezhetnek:

Legyenek U£>V 6s V-oU olyanok, hogy mind a £ o mind az n o ¢ az identitas. Ekkor tetszGleges U-beli u-
ra és V-beli v-re u = n(&(u)) és v = £(n(v). Eszerint minden v elem fellép n-nal képként, de ha n(vy) = n(va),



akkor v1 = £(n(v1)) = &€(n(v2)) = vo. Hasonloképpen lathato be, hogy ¢ is kolcsonosen egyértelmd; és akkor mar
természetesen egymaés inverzei.

Ezzel ismét egy tjabb akadélyba titkoztiink. A kolcsonosen egyértelmii fliggvények , értelmezésétsl” megszabadul-
tunk, de csak azon az aron, hogy az identikus leképezéseket kellene leirni. Tulajdonképpen ez nem nehéz, hiszen:

Uly pontosan akkor identitas (= identikus fiiggvény), ha barmely U 5 W és W % U esetén foly =¢
és lyon=mn.
Visszatérve a kolcsonosen egyértelmd fiiggvényre:

U—£> V akkor és csak akkor kélcsonésen egyértelmii, ha van olyan VA U, amelyre no & = 1y és
Eon=1y.

Most mar csak azt kell kimondani, hogy:

Minden U-hoz tartozik egy 1y identitas.

Azt méar barki konnyen bebizonyithatja, hogy az identitasok egyértelmiien meghatarozottak.

A tovabbiakban a jobb attekinthet&ség kedvéért agynevezett diagramokat fogunk hasznalni. Ez azt jelenti, hogy
a halmazokat, mint ,pontokat” fogjuk abrazolni, a fiiggvényeket pedig mint nyilakat, amelyekre (vagy mellé) odairjuk
a szobanforgo fiiggvény nevét. Maga a direkt szorzat is felirhaté diagrammal:

B

A<*%—p-—">B

Ha odairjuk a definiciét ,hordozd” tobbi fliggvényt is, akkor a kdvetkezd diagramhoz jutunk:

] P

A<——F X ——> B

1y @ lp

g

A<—%—p—">B

Ez a diagram még azzal a tulajdonsaggal is rendelkezik, hogy (¢ =)lgop =ao® és (p =)lpo) = fo ®. Ez
konnyen leolvashat6 a diagramrol. Altalaban:

Ha egy diagram barmely pontjaboél a nyilak mentén egy masik ponthoz érve az érintett , fliggvények”
szorzatanak eredménye nem fligg az Gt megvalasztasatol, csupan annak kezdg- és végpontjatol, akkor
kommutativ diagramrél beszéliink.

A diagramok segitségével sokkal ,Jatvanyosabban” megfogalmazhato az, hogy mit jelent a direkt szorzat egyértel-
misége. Legyen

; ! g

A<—2%—p—">B és A< —p—F 5B

két, a direkt szorzatot definiald diagram. Akkor létezik olyan PH PesP S p fiiggvény, amelyek egymaés inverzei
és a

!/ !

A <% P/46> B A <% p —/6> B
1y 2 lp 1y o' lp
a B . o / B’

A < P > B , valamint A<—— P ——>B

diagramok kommutativak. Ez valami olyasmit jelent, hogy ® és ® nemcsak a halmazokon kdlcsénosen egyértelmiielk,
hanem a direkt szorzathoz tartozoé két fliggvénypart is ,egymasba viszik”.
Annak a beldtasara, hogy a fenti ® és ® valoban egyméds inverzei, induljunk ki a most felirt két diagrambol,
amelyeknek a létezése abbol kdvetkezik, hogy
!

a g ' g

A<% —p " >p 6 A<% —p " >pB

mindketten a direkt szorzatot jelentik. A fenti két diagrambol a kdvetkezs két diagramot kaphatjuk:
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A<a—P—>B A<LP—>B
1A[ o \113 1A‘ @'[ 1p
6] ﬁ O/ ! B/
A<———P ———> B A<——— P —> B
1Ak 4 1p 1A‘ & 1p
a, ! 6, o /8
A<—— P ——>B , valamint A<—— P —>B

Mindkét diagram esetében a ,felss téglalap” is és az ,also téglalap” is kommutativ diagram. Ebb6] egyszeri szamolassal
azonnal kovetkezik, hogy az egész diagram is kommutativ, mindkét esetben. Kommutativ diagramokat kapunk tehat
akkor is, ha a ,kozépsd sort” elhagyjuk, és a fligg6leges nyilakhoz a megfelel§ szorzatokat irjuk. Tekintettel arra, hogy
az identitast onmagaval szorozva ismét az identitast nyerjiik, ezért

/ '
A(aip’—ﬂ>3 A‘LP46>B
1, dod 1p 1y dod 1p
/ !/
A< p P g 6s A< p B p

lesz az adodo két diagram. Teljesen hasonlo diagramokat irhatunk fel agy is, hogy a ,kozépsd” fliggSleges nyil mellé az
identitast frjuk:

' B’ a B

A<—*—p —">B A<—*—p —">B

1, 1p 1, 1, 1p 1,
(0% 6/ [e]

A<-%—p-— " >pB és A<-*—p " >B

Ez a két diagram ugyancsak kommutativ. Tekintettel arra, hogy a direkt szorzat diagramban a kozépsé nyilak egyér-
telmtek és P’ is P is a direkt szorzat, ezért ® o ® = 1p/ és ® o & = 1p; ami valéban azt bizonyitja, hogy ez a két
fliggvény egymasnak a fenti értelemben is inverze.

Most pedig a diszjunkt uniéra kellene térniink, de ezt nem tessziik. Legalabb is nem tgy, mint a direkt szorzatnal.
Azért valasztottuk éppen a diszjunkt uniét a direkt szorzat parjanak, mert ezek ,duélisan viselkednek”. Ezen azt értjik,
hogy a diszjunkt uniét ugyanigy lehet definidlni, mint a direkt szorzatot, csak a nyilak irdanyat kell megvéltoztatni.
Eszerint:

Az A és B halmazok diszjunkt unidja egy {Q < A, Q L B} pdr igy, hogy valahdnyszor adott az {Y LAY <£B}

pdr, mindig létezik eqy Y & Q fiigguény gy, hogy Poa = ¢ és Poff = 1), és ez a D fiigguény egyértelmiien meghatdrozott.

A diszjunkt unio6 valéban rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Legyen « és § tgy definidlva, hogy @ elemei pontosan
az a(a) és B(b) alaka elemek, ahol a € A és b € B.

Tegyiik fel most, hogy adottak a A S yesBLY fiiggvények. Definialjuk ezekutan a ®-t ugy, hogy ®(a(a)) = ¢(a)
és ®(B(b)) = ¥(b). Biztos, hogy valdéban a diszjunkt uniorol van szo, mert ha Y-t a diszjunkt unionak valasztjuk és
©-t, -t a megfelels leképezéseknek, akkor p(a) = 1(b) soha nem lehet, igy a(a) = B(b) is lehetetlen.

Most azt kellene beldtni, hogy a fenti tulajdonsaggal csak a diszjunkt unié rendelkezik. Erre viszont nincs sziikség!
Az a formélis bizonyitds ugyanis, amit a direkt szorzatra adtunk, szorol szora atvihets erre az esetre is, mert ott nem
volt lényeges a fliggvények ,irdnya”; illetve csak abban torténik véltozas, hogy a szorzast forditott sorrendben kell
végezni.

A tovabbiakban ezeket a konstrukcidkat absztraktul, teljes &ltalanossadgban fogjuk vizsgalni; majd megnézziik
jelentésiiket konkrét esetekben.



LAz absztrakt nonszensz”

A cikk els6 részében két halmazelméleti konstrukeiot targyaltunk, a direkt szorzatot és a diszjunkt uniot. Mindkét
esetben olyan leirast adtunk, amelyik ,nem tekintett a halmazok belsejébe”; vagyis csak a halmazok kozotti fiiggvények
egyméshoz valo kapcsolatat hasznélta. Emellett még az is teljesiilt, hogy e két fogalom leirasa ,dudlis” volt, azaz a
fliggvényeket leir6 nyilak irdnyat kellett csupan megvaltoztatni.

Az els6 részben nem csak szamos halmazelméleti konstrukciot soroltunk fel; de felsoroltunk olyan matematikai
agakat is, amelyek bizonyos értelemben hasonl6 jellegtiek, mint a halmazelmélet. Ilyenek példaul a grafok, vagy a
csoportok, vagy a kommutativ csoportok, vagy a gytrik vagy a topologikus terek stb. Ezek esetében is lehetne
definidlni a direkt szorzat és a diszjunkt unié fogalmat — pontosabban szélva az ezeknek megfelels fogalmakat. Ekkor
a halmazok szerepét a megfelel§ objektumok veszik at; a fliggvények helyére pedig csak olyan fiiggvényeket vehetiink,
amelyek ,megtartjak” a szobanforgd struktirat. Grafok esetében tehat csak azok a fliggvények johetnek szoba, amelyek
,»,elt élbe visznek”, csoportok vagy gytrik esetében pedig csak azok, amelyek ,megtartjak” a megfelel miiveleteket.
Ezéaltal sok eddigi fiiggvény ,kiesik”; ha példaul egy kolcsonosen egyértelmi fliggvény ,nem tartja meg a struktirat”,
akkor egyaltalaban széba se johet egy diagramnél.

Két fontos dolog azonban mindig megmarad. Az egyik az, hogy két ,strukturatartd” fiiggvény szorzata is ilyen; a
méasik meg az, hogy az identitds minden struktarat megtart. A kapott C rendszer tehat kétféle ,yalamikbgsl” all. Az
egyik a C objektumai, a masik azok a ,yalamik”, amelyek a fliggvények szerepét jatsszak. Mivel ezekrdl nem is akarjuk
feltenni, hogy fliggvények, ezért morfizmusnak fogjuk nevezni Sket. Az ilyen rendszereket (a fent megfogalmazott
kivanalmakkal egyiitt) kategoridknak nevezik:

Egy C kategoria két részbdl all: az Ob(C) objektumokbdl és a Mor(C) morfizmusokbél.

Minden A, B € Ob(C) parhoz hozza van rendelve morfizmusok egy mor(A, B) halmaza, és Mor(C)
minden eleme pontosan egy mor(A, B) halmazhoz tartozik.

Azt, hogy o € mor(A, B) tgy is kifejezziik, hogy a : A — B, vagy a : B « A, vagy A= B, vagy B¢~ A. Nem
koveteljiik meg, hogy mor(A, B)-nek legyen eleme. (Példaul ha az A grafnak két szogpontja van, amelyek egy éllel
vannak Osszekotve és a B grafban nincs él, akkor nem létezik olyan éltarté leképezés, amelyik A-t B-be vinné.)

Egy C kategoridban a kovetkezs axidomak teljesiilését kivanjuk meg:

1.) Haa: A— B és §: B — C, akkor létezik mor(A, C)-ben egy altaluk egyértelmiien meghatarozott
[ oo elem.

Ezt az elemet a tovabbiakban a két adott elem szorzatanak nevezziik és a ,,0” elhagyasaval agy jeloljik, hogy Sa.

2.) Ha létezik az af és (v szorzat, akkor léteznek az (af)y és a(f8y) szorzatok is; és megegyeznek.

A fentiek — mint latjuk — a fiiggvénykompozicié alapvets tulajdonsagait rogzitik. Most még az identitas 1étét is ki
kell kotni:

3.) Minden A € Ob() esetén létezik olyan 14 € mor(A, A), amelyre barmely
a:A— B ésbarmely §:C — A esetén aly =« és 1408 = f.

(A kategoridk bevezetésekor semmiféle konkrét alkalmazhatosdguk nem latszott. A fogalmak teljesen absztrak-
tak és az elsé eredmények, amelyeket kategoridk segitségével értek el alig tiintek mésnak, mint ismert eredmények
bizonyitdsanak. Ennek kovetkeztében nevezték el a kategoridkat absztrakt nonszensznekﬁ)

Na méarmost, tetsz6leges C kategoridban teljesen altalanosan definidlhatjuk a szorzatot a mar latott modon. S6t
ugyanugy, mint a halmazok esetében is akdrmennyi (véges vagy végtelen sok) objektum szorzatarol is beszélhetiink.

Szorzat: Legyen adva indexek eqy I halmaza, és mindeni € I esetén egy A; € Ob(C) (tehdt egy-egy C-beli objektum,).
Ezen objektumok C-beli szorzata:

P=]J4 >4,  habirmely X5 A;(iel)
icl
esetén létezik olyan egyértelmien meghatdrozott ® : X — P morfizmus, amire az
X240 1,1 P=[[A A
i€l

diagramok mindegyike kommutativ (1, : A; — A; jeloli A; identitdsdt).

Mi csak olyan eseteket fogunk nézni, amikor az I indexhalmaz véges, vagy a természetes szamok halmaza. Az
{1, ..., n} halmazt n-nel, a természetes szamok {1, ..., n, ...} halmazat N-nel fogjuk jelolni (tehat példaul
2 =11, 2}).

Ha C = S (a halmazok kategoridja), akkor — mint lattuk — «; : HAi — A; (i € 2) esetén HAi elemei (a1, asz)

parok, és ai(a1, az) = a1 € Ay, illetve as(a1, a2) = a2 € As. Hasonloképpen adodik a «; : HAi — A; (i € n)

2Tartozom az igazsagnak azzal, hogy bevalljam, nem vagyok egészen biztos abban, hogy ezt az ,elnevezést” a kategoriaelméletre vagy
az univerzalis algebrara alkalmaztak; de barmelyikiik ,kiérdemelte” ezt az elnevezést.



szorzatra, hogy a ,szorzat-objektum” elemei olyan n-elemd sorozatok, amelyekben az i-edik elem az i-edik objektumbol
valé és az i-edik morfizmus a sorozatot éppen erre az i-edik komponensre képezi le, vagyis H A; a direkt szorzat. Nem

okoz gondot az a : H A; — Aj (j € N) értelmezése sem; itt végtelen sorozatok lépnek fel.

A kovetkezs, amit megnéziink, a grafok G kategoridja lesz. Mindenekel6tt meg kell mondani, mik G objektumai és
mik a morfizmusok. Nos, az objektumok az irdnyitatlan grafokﬁ. A morfizmusok definicoja az szokott lenni, hogy olyan
¢ : A — B ,yalami’, ami a tartohalmazokon egy ¢ : A — B fiiggvény; s ha [a1, as] az A graf éle, akkor [¢(a1), ¢(a2)]
éle a B grafnak. Szinte trivialis, hogy valoban egy kategoriat kaptunk.

Legyenek adva az A; grafok (i € N). Készitsiik el a tartohalmazok P direkt szorzatat. Ennek egy (a1, a2, ..., an, ...)
és egy (b1, ba..., by ...) elemét akkor kossiik Ossze éllel, ha az adott grafok mindegyikében ott van a megfelels
[a1, bi1], [ag, ba], ..., [an, bn], ... él. A direkt szorzathoz tartozo6 «; : P — A; morfizmust pedig «;((a1, az, ..., an, ...)) =

a;(€ A;) adja meg.

Erdemes felfigyelni a kovetkezére: A grafok kategoridjaban az objektumok természetesen a grafok. Az viszont mar
egyaltalaban nem vilagos, hogy mik legyenek a morfizmusok. Miért ne lehetne a morfizmusok természetesnek vett
yeltartas™a mellett azt is megkivanni, hogy a ,nem-él” tulajdonségot is megtartsa. Ez azt jelenti, hogy ha [a1, a2] nem
teljesiilnek. Az tortént csupan, hogy az el6bbi kategoria morfizmusai koziil j6 néhanyat elhagytunk. Ennek az a furcsa
kovetkezménye, hogy ebben a kategoridban nem mindig létezik szorzat. Tekintsiik példaul a kételemd H = {a, b}
halmazon értelmezhet6 Gsszes grafot. Itt a kovetkezs élek lehetnek: [a, al, [a, b, [b, b]. Ennek megfelelGen az alabbi
Hlényegesen kiilonbozs” grafokat kapjuk:

A = (H;la, a], [a, V], b, D)), B = (H;[a, a], [a, b)), C = (H;la, a], [b,b]), D = (H;[a, a), E = (H;[a, b]),
F = (H;). Itt a ,{" és ,,)” jelek kozott elGszor a graf alaphalmaza szerepel, majd a ,;” jel utan az élek felsorolasa. A
kovetkez6 abran bemutatjuk ezeket:

be ) be be ) be be he

ae ) ae ) ae ) ae ) ae ae
A B C D E F

I.) Az A és F grafoknak nincs szorzata. Ha ugyanis létezik egy P — A morfizmus, akkor P alaphalmazanak barmely
két eleme Gssze van kotve. Ha pedig egy P — F morfizmus létezik, akkor egyik sem lehet Gsszekotve.

I1.) Tekintsiik most az A és B grafok szorzatat, a megfelels o : P — A és 8 : P — B morfizmusokkal. Mint az
elébb lattuk, a P grafban barmely két csics Gssze van kotve. Mivel 8 éltartd, ezért 8 minden csdcsot az a csicsra
képez, hiszen a b csucsra csak olyan csucs lehetne leképezve, amelyik nincs Osszekotve dnmagaval. A | legkisebb” ilyen
P maga az A, és « az identitas, mig S mindegyik csticsot az a cstucsra képezi. Ha most ¢ : X — Aésy : X — B
morfizmusok, akkor ¢ ,szerint” X-ben barmely két cstics 6ssze van kotve, és igy ¢ minden csiacsot a-ra képez. Eszerint
® csak az identités lehet, és az jo is.

II.) Az A és C grafoknak egészen mas okbol nincs szorzatuk, mint 1.) alatt. Itt ugyanis két jelolt is akad, de ezek
,osszeférhetetlenek”. Mint mar lattuk, szorzatnél csak olyan P graf johet szoba, amelyikben barmely két csics 0ssze
van kétve. Ugyantgy, mint a II.) alatti példaban, ekkor v : P — C vagy csak az a cstcsra vagy csak a b cstcsra
képez. Ilyen grafok vannak is; példaul A is ilyen, mert akar a-ra akéar b-re képezziik a csiicsokat, a kategoria egy-egy
morfizmusat kapjuk. Ennek megfeleléen, ha o : P — A tetsz6leges morfizmus és v, : P — C minden csicsot a-ba
visz, akkor tekintsiink egy X grafot, amelyet leképeziink valahogy A-ba (¢ : X — A). Eszerint X-ben is minden
cstcs Ossze van kotve. Ezért az a v, : X — C leképezés, amely minden csicsot b-be visz ugyancsak hozzatartozik a
kategoridhoz. Ekkor viszont akarhogyan is valasztjuk a ® : X — P morfizmust, -y, o ®-nél minden cstics a-ra képzsdik,
mig 1o o7, esetében a cstucsok képe b lesz. Hasonloképpen lathatd be a masik eset lehetetlensége, hiszen a és b szerepe
szimmetrikus. Ezt az esetet a kovetkez6 diagram szemlélteti:

R S | BN

1, @ ?

A<—%—p—">¢C

3ranyitatlan graf egy G nem fiires halmaz, elldtva ,élekkel”. A halmaz elemeit a graf csticsainak nevezziik. Bizonyos cstcsparok ki
vannak jelolve; ha egy csucspar ki van jelolve, akkor azt mondjuk, hogy e csiicsok 6ssze vannak kotve éllel, egyébként nincsenek. A grafot
egyértelmien meghatarozza a cstcsok és az élek halmaza. A csicsok halmazat a graf tartohalmazanak nevezziik. A G graffal egylitt a
tartohalmazt is G-vel jeloljiik.



IV.) Végiil nézziik az A grafnak onmagaval vett szorzatat. Ez ugy viselkedik, ahogy ,elvarhato”. Csucsai az (a, a),
(a, b), (b, a), (b, b) parok, barmely két cstcs Ossze van kotve, és a megfelel morfizmusok az elsd, illetve masodik
komponensre valé ,yvetitések”.

A fenti furcsa helyzet azért adédott, mert a morfizmusokat nem megfelelGen valasztottuk. Tulajdonképpen az
objektumok koziil is elhagyhatunk, ami ugyancsak ,patologikus” helyzetet eredményezne. Vannak ,elég tisztességes”’
kategoridk is, ahol baj van a szorzattal. Nagyon sok esetben azonban a szorzat ,természetesen” adodik.

Ha a kategoéria objektumai valamilyen struktturdk, amelyen relacidk és miiveletek vannak értelmezve, és a morfiz-
musok a relacié-, illetve miivelet-tart6é leképezések, akkor a szorzat-struktdra alaphalmaza mindig az alaphalmazok
direkt szorzata. A megfeleld relacié bizonyos elemekre pontosan akkor all fenn, ha minden komponensen fennall; mig a
megfeleld miivelet az eredeti miiveletek komponensenként valo elvégzésével torténik. A szorzathoz tartozé morfizmusok
pedig az egyes komponensekre val6 vetitések.

Mi most két kategoriat néziink meg réviden, a kommutativ csoportok A kategoridjat és az Gsszes csoporiﬁ B
o(ab) = p(a)p(b) teljesiil.

Mindkét kategoriaban létezik szorzat, a csoport az adott csoportok direkt szorzata és a morfizmus a megfelels
komponensre valo vetités. Errdl nincs sok mondanivalonk; de a diszjunkt unié megfelelGjének targyalasanal majd
furcsa dolgokat fogunk tapasztalni.

A diszjunkt unio a szorzat ,dualisa”, ennek megfelelGen ko-szorzatnak nevezik. Jelolésére a produktum jel ,fejreal-
litott” valtozatat hasznaljak. A dualitas abban nyilvanul meg, hogy a nyilak irdnyitasa megfordul.

Ko-szorzat: Legyen adva indexek egy I  halmaeza, és minden 1 € I esetén egqy
A; € Ob(C) (tehdt egy-egy C-beli objektum). Ezen objektumok C-beli ko-szorzata:

P=]JJA4< A, habirmely Y <A (i€)
i€l

esetén létezik olyan egyértelmien meghatdrozott ® : Y + P morfizmus, amire az

Y(LP—IAld)T 11T P:HAz <a—1Al
icl

diagramok mindegyike kommutativ (1, : A; — A; jeloli A; identitdsdt).
A ko-szorzat fenti definicidja azt a szemléletet takarja, hogy ez az a Jegkisebb” objektum, amely az adott objek-
tumokat ,fiiggetleniil” tartalmazza.

csoportok esetében.

ElGszor nézziik a kommutativ csoportokat, mégpedig additiv irdsmodban. Legyen A és B két kommutativ csoport
és legyen P a direkt szorzat. Ennek elemei tehat (a, b) alakt parok, ahol a € A, b € B, és a miivelet a komponensenként
val6 Osszeadas. Definialjuk az o : A — P és f: B — P morfizmusokat ugy, hogy tetszéleges a € A, b € B esetén
a(a) = (a, 0) és B(b) = (0, b) legyen. Mind a mind § miivelettarto; azt allitjuk, hogy ezzel éppen a ko-szorzatot irtuk
le. A definici6 elsé része mar megvan. Legyen most ¢ : A —» Y és ¢ : B — Y tetszéleges. Definidljuk a & : P —» Y
morfizmust ugy, hogy ®((a, b)) = p(a) + ¥(b). Ez a leképezés mivelettarto, mert

®((a1 + az, b1 +b2)) = p(a1 + az) + (b1 + b2) = p(a1) + p(az) + ¥(b1) +P(b2) =
p(ar) +¥(b1) + p(az) + ¥ (b2) = ®((a1, b1)) + ®((az, b2)),

ami éppen a muvelettartast jelenti. Ekkor

P(a(a)) = ®((a, 0)) = ¢(a) +1(0) = p(a) + 0 = p(a) = ¢(la(a)),

vagyis ® o = p o 14. Hasonléképpen addédik a ® o § = 1) o 15 Osszefiiggés; ami éppen azt jelenti, hogy a ko-szorzatot
kaptuk. Az is konnyen belathatd, hogy a ® morfizmus egyértelmd.

kiilonbséget azonban csak akkor vehetjiik észre, ha végtelen sok csoportot tekintiink. Tekintsiik az A; csoportokat
(i € N). Ezek P szorzatanak az elemei olyan (ai, a2, ..., an, ...) végtelen sorozatok, ahol minden egyes a; az
ugyanazon indexti A; csoportban van. Az Osszeadast komponensenként végezziik; és az A;-hez tartozé morfizmus az
i-edik komponensre valo vetités. Most is megadhatok az a; : A; — P morfizmusok, amelyek az A;-beli a elemet abba
a sorozatba viszik, amelynek az i-edik helyén a megadott a elem Aall, mig a tobbi helyen 0 van. Ha most adottak a

4Csopor‘con a kovetkezbSket értjiik: Adott egy G halmaz, amelyen értelmezve van egy szorzasnak nevezett mivelet; a és b szorzatat ab
jeloli. A szorzas asszociativ. Léteznie kell egy 1 € G egységelemnek, amire tetszbleges a € G esetén la=al=a; tovabba minden a € G
elemhez kell lennie egy inverznek — amit a"! jelol —, amire a™ "a = aa”' = 1. Ha a szorzas kommutativ, akkor kommutativ csoportrol
beszéliink. Ez esetben sokszor ,,4” jeloli a miiveletet, aminek a neve Osszeadas; az egységelem jele 0, és a inverzét —a jeloli. E mellett a
jelolés mellett additiv irasmodrol beszéliink.



@i + A; = Y morfizmusok, akkor a ® : P — Y morfizmus csak az lehet, amelyik az (a1, agz, ..., an, ...) sorozatot az
Osszes p;(a;) Osszegébe viszi. Ennek viszont nincs értelme, mert végtelen sok elemet nem lehet Bsszeadni. Egyetlen
kivétel az, amikor véges sok tag kivételével mindegyik tag 0. Ebben az esetben teljesen jo felfogas az, hogy csak a 0-t6l
kiilonbo6z6 tagokat adjuk Ossze. Erre viszont csak akkor van lehet&ségiink, ha a sz6bajovs P-beli sorozatokban csak
véges sok helyen all 0-tol kiilonboz6 elem. Es erre van lehetdség! Tekintsiik ugyanis P-ben azokat a sorozatokat, ahol
csak véges sok helyen all nem-0 elem. Két ilyen elem Osszege is ilyen; a csoport 0-eleme is ilyen, hiszen ebben minden
komponens 0; és ilyen elem inverze is ilyen, hiszen az inverz elemet a komponensenkénti inverz adja. Eszerint ez egy
@ csoport. Eszrevehetjiik, hogy az adott «; morfizmusok nem csak P-be, hanem egyszersmind Q-ba is képeznek, és
tovabbra is miivelettarté6 moédon. Ha marmost ®-t csak a @ elemeire definialjuk, akkor ® : Q — Y értelmes lesz.
Eszerint «; : A; — @ éppen a ko-szorzat diagram.

Kommutativ csoportok ko-szorzata mar sokkal elébb ismert volt, mint ahogy a ko-szorzat fogalmat bevezették.
Akkor ezt a csoport-struktirat direkt Osszegnek nevezték. Ez az elnevezés persze ma is életben van.
nem egyenlé a ko-szorzattal.

Az A és B csoportok szorzatdban — mint lattuk — a csoport elemei (a, b) alakt péarok, ahol a € A, b € B.
A miiveletet komponensenként végezziik és az adott csoportokra valé morfizmusok a megfelels komponensekre valo
vetitések. Itt is létezik az o/ : A — P és #': B — P morfizmus, amelynél o/ (a) = (a, 1) és #'(b) = (1, b) teljesiill. Ha
adott egy ¢ : A = Y és egy ¢ : B — Y morfizmus, akkor egyaltalan nem biztos, hogy p(a)y(b) = ¥(b)¢(a); mig egy
megfelels ® : P — Y létezésébol

p(a)y(b) = ¥ (a(a)B(b) = ¥'((a, 1)(1, b)) = '((1, b)(a, 1)) = '(B(b)a(a)) = ¥ (b)p(a)

kovetkezik. A fenti ,nem biztos” helyett azt is mondhatjuk, hogy nem igaz. Erre mutatunk egy igen egyszert példat:

Jelolje 1, 2, 3 egy szabalyos haromszog csticsait. A példaban szerepls Gsszes csoport e haromszog egybevagosagi
a az a transzformécid, amelyik az 1 és a 2 cstucsot cseréli fel, b az a transzformacié, amelyik az 1 és 3 csicsot cseréli
fel. A = {e, a} és B = {e, b}. Ezek mindegyike csoport; éppen ugy, mint az Osszes transzformacié Y csoportja.
p: A=Y és: B —Y legyen az a morfizmus, amely mindegyik transzformécionak dnmagat felelteti meg. Ekkor
ab(1) = a(b(1)) = a(3) = 3, mig ba(1) = b(a(l)) = b(2) = 2; ez a két transzforméaci6 tehat kiilonbozs.

Az ASQ £ B ko-szorzat diagramban a () megadésa sem tulsagosan egyszert.

Tekintsiik az a1b; ...a,b, alakt ,szavakat”, ahol a; € A, b; € B. Ezeket a szavakat bizonyos esetekben ,rovidit-
hetjiik”. Ha valamilyen 1 < ¢ < r esetén a; = 1, vagy valamilyen 1 < j < r esetén b; = 1, akkor b;_11b; helyébe a
B-beli b;_; = b;_1b;, illetve a;la;+1 helyée az A-beli a;- = aja;y1 elemet irjuk. Ha addig végezziik a roviditéseket,
amig csak lehet, akkor egy ,rovidithetetlen” széhoz jutunk. Nem tulsdgosan nehéz, de elég aprolékos munka belatni,
hogy a roviditéseket barmilyen sorrendben végezve mindig ugyanahhoz a szé6hoz jutunk.

Q elemei a rovidithetetlen szavak lesznek. Az u és v rovidithetetlen szavak szorzatat a kovetkezSképpen kapjuk:
Egymas mellé irjuk Sket és a kapott uv szénak vessziik a lerdviditett alakjat. Egységelem az ,,11” sz6 lesz, ahol az ,els6”
1 az A-bol, a ,,masodik” a B-bdl vald. Az inverzet ugy kapjuk, hogy a ,bettik” inverzeit forditott sorrendben irjuk fel;
majd az elejére is és a végére is egy-egy 1-t irunk. Igy (ab)™' = 1b"'a" 1 és (1bal) ' =11t b 117 1 =a 1071

a: A — Q az a elemnek az al és §: B — @ a b elemnek az 1b rovidithetetlen szot felelteti meg. Ha marmost

adott az A>Y & B diagram, akkor a ® : Q — Y morfizmust a kovetkezSképpen definidlhatjuk:

D(arby ...arb.) = o(a1)y(br) ... plar)(by).

annak a megmutatasa, hogy a fenti ® hozzarendelés egyértelmi. Ennek a kellemetlenségnek az az oka, hogy egy-egy
sz6t tobbféle alakban is megadhatunk, és nem eleve biztos, hogy barmilyen alakbol indulunk is ki, mindig ugyanaz
lesz a kép.

Ez a csoportkonstrukci6 is ismert volt még a ko-szorzat ismerete el6tt. Magat a csoportot az adott csoportok szabad
szorzatanak nevezték. Ez az elnevezés is hasznélatban van.

A kategoridkat és a diagramokat ma is elsGsorban fogalmi segédeszkézoknek tekintik. Nagy szerepiik van a ,,dolgok”
preciz. megfogalmazasaban és ,atértésében”. Ahol ,elvi” vizsgalatok folynak, ott szinte kivétel nélkiil ezt a nyelvet
hasznaljak. Igen fontosak a matematikai logikaban és az elméleti szamitéstechnikaban is. Vannak olyan nem kategoria-
elméleti eredmények is, amelyeket el6szor kategoriaelmélet segitségével sikeriilt bizonyitani.

Fried Ervin

5 Az bsszeadast eleve csak két elemre értelmesztiik. Az asszociativitast felhasznalva akarmennyi — de véges sok — elemre értelmezhets és
egyértelmii az Osszeadas. A soroknak a hatarérték felhasznalasaval definialt 6sszegérdl itt nem beszélhetiink, mert itt altalaban nem létezik
hatarérték.

6Most nem hasznaljuk az additiv irasmodot, mert a szorzas kommutativitasat nem tessziik fel.



