1. a) Konnyen igazolhatjuk, hogy loggx 3k = log, 3. Ezt alkalmazva az egyenletiink a kovetkezd alakban irhato:
n - logy 3 = log, 81, amibél log, 3" = log, 3*. Ebbdl pedig az n = 4 megoldast kapjuk.

1. b) 2¢/10-92-1 — 81 = 96 — 10 - 9*~! alakura hozzuk az egyenletet. Mivel a gyok alatti és a jobb oldali ki-
fejezésnek is nemnegativnak kell lenni, azért 8,1 < 927! < 9,6. Legyen 10-92~! = a, ekkor a megoldandé egyenlet
2v/a — 81 = 96 — a, ahol 81 < a < 96. Emeljiink négyzetre: 4(a — 81) = 9216 — 192a + a®. A beszorzas és a rendezés
utan: a® — 196a + 9540 = 0. A masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan: a; = 106, as = 90. Az elsé szam nincs az
értelmezeési tartomanyban. Tehat 10 - 92~ = 90, amib6l konnyen adodik az 2 = 2 megoldas.
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2. Tudjuk, hogy (a —1i_6 ) = ab, amibél a® +b% = 14ab. A Pitagorasz-tétel alapjan 14ab = ¢?. Irjuk ezt 4t a kovetkezs
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alakba: £ .2 = 7R Vagyis sina - cosa = w amit szorzunk 2-vel, és 2sina - cosa = sin 2a = - értéket kapunk.
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3. Az ABCD téglalap AC atlojanak felez6pontja F, a felez6mer6legese E-ben metszi az AB-t, és G-ben C'D-t.
AB =CD =a, BC = DA =10. Az ACG egyenl§ szaru derékszogi haromszog, hiszen GF az AC-t mer6legesen felezi,
ezért GC = GA. Ezek szerint GC nem lehet egyenls a révidebb b odallal, mert ekkor GC = GA = b, és GA nem
egyenls DA egymasnak ellentmond6 éllitasokhoz jutnank. Igy DG = b, GC = a — b, amib6l AG = a — b kovetkezik.
Az ADG derékszogi haromszogre irjuk fel a Pitagorasz-tételt: b? 4+ b* = (a — b)%. Elvégezziik a négyzetreemelést, és
elvesziink b2-et: b* = a® — 2ab. Adjunk mind a két oldalhoz (a® + 2ab)-t: a® 4 2ab + b* = 242, vagyis (a+b)* = a® + a.
Ez pontosan azt jelenti, hogy az a + b egy a befogoju egyenls szaru derékszogi haromszog atfogoja lesz.
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4. Tudjuk, hogy t = = -
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. Felirhatjuk tovabba, hogy m. < a, valamint m, < b.
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E két Osszefiiggés koziil egyszerre legfeljebb az egyikben lehet egyenldség, ezért m? < ab. Irjuk ezt m. < 2 alakban.
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Vagyis kapjuk a bizonyitandé allitast: > M.
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5. Pitagorasz tétele szerint: A4kA4k+1 = (4]{34—1)\/5, A4k+1A4k+2 = 4k+2, A4k+2A4k+3 = (4]{34—3)\/5, A4k+3A4k+4 =
4k + 4. Mivel 1997 = 4 - 449 + 1, azért a keresett hossz:

(1+34--+1997) - V24 (2+ 4+ -+ 1996) = 9997 - v/2 + 998 - 999 = 998 001 - v/2 + 997 002.

6. Az ABCDEFGH téglatest oldalélei legyenek AB = a, AD =b, AE = c. Az ACHF olyan tetraéder, amelynek
a szemkozti élei paronként egyenléek (a téglatest szemkozti lapjainak egy-egy atloja lesz a tetraéder éle), és ezeknek a
kitérs éleknek a tavolsagai pontosan az a, b, c. Az adott élhossziusagokkal és a téglatest éleivel a kovetkezd egyenletek
irhatok fel (Pitagorasz-tétel):

a® +b? = 340, b + ¢ =369, A +a® = 421.

Ebbdl az egyenletrendszerbdl kapjuk: a® = 196, b* = 144, ¢* = 225. A keresett tavolsagok: 14, 12, 15.

7. Hasznaljuk a kovetkezd jeloléseket: AB = ¢, BC = a, AC = b, nevezziik el a B pont meréleges vetiiletét az A
szintjében Bi-nek, a C pont merdleges vetiiletét a B szintjében Ci-nek, az A szintjében Cy-nek. AB; = 80 - ctg 10° =~
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751,4 ¢ = — ~ 460,83, a = ~ 577,2. Az ABC sz6get nevezziik -nak, ekkor az ABC haromszogben
sin 10° sin 12°

a koszinusztétel szerint: b2 = ¢? 4+ a® — 2ca - cos 3. A kiszamitott oldalakat beirjuk, és kifejezziik az ismeretlent:
460,832 4+ 577,22 — 751, 42

cos B = 5 160,83 577.2 ~ —0,0359. A keresett szog: 3 ~ 92°03’.
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Vegyiik a hanyadosukat: = k, és tegyiik fel, hogy n, k pozitiv egészek. Szorozzunk a

nint1)@n+1) - 2(2n+1)
nevezével: 3n(n + 1) = 2k(2n + 1).
Ezutan hozzuk a kovetkezs alakra: 3n? 4 (3 — 4k)n — 2k = 0, ebbél az n-et kifejezve:

Ak — 3+ /(4k —3)2 + 24k 4k — 3£ V16k2 + 9
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ni2 =

A diszkriminansnak négyzetszamnak kell lenni. A k =0 és a k = 1 esetén ez teljesiil. Konnyen lathatd, hogy nagyobb
érték nem johet szoba, hiszen k > 2 esetén (4k)? = 16k* < 16k* +9 < 16k* + (8k + 1) = (4k + 1)*. Kiszamoljuk a
lehetséges n értékeket, a kovetkezSket kapjuk: 0, —1, 1, ——. Csak az n = 1 esetén lenne a hinyados egész, vagyis a

feladat kérdésére nemmel kell valaszolnunk.
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