5. Merre menjiink?

[A cikk elss része oktoberi szamunkban (386-391. 0.) olvashato.

El akarunk menni Gyularél Sopronba a lehet6 legrovidebb tton. Ebbe a legrovidebb utba esik Kecskemét, majd
Gy6r. Ekkor biztos, hogy az ttnak ezen két utobbi varos kozé es szakasza egyben a legrovidebb ut Kecskemét és
Gyo6r kozott. Ha ugyanis lenne a két varos kozott egy még rovidebb at, akkor erre kicserélve a Gyula-Sopron ut
Kecskemét-Gyér szakaszat, Gyula és Sopron kozott egy még rovidebb utat kapnank.

Ha ki akarunk fizetni 190 Ft-ot a lehets legkevesebb szamu pénzdarabbal, és méar eldontottiik, hogy adunk 1 db 100
forintost és 1 db 50 forintost, akkor a maradék 40 Ft-ot a lehets legkevesebb darab pénzzel kell kifizetni, ahogy 40 Ft-ot
egyaltalan ki lehet fizetni, kiilonben a megoldasunknal még jobb megoldas létezik, vagyis a mienk nem optimélis.

Hasonl6é a helyzet a hatizsdkkal is. Ha bizonyos targyakr6l mér eldontottiik, hogy berakjuk-e azokat, akkor a
maradék targyakkal a lehet6 legjobban kell kitolteni a maradék salykorlatot ahhoz, hogy optimalis megoldast kapjunk.

Mindharom esetben az optimélis megoldast déntések sorozatan keresztiil tudjuk megtalalni. Példaul Gyulan dgy
dontiink, hogy el6szor Kecskemétre megyiink, majd ott Gyor felé vessziik az utunkat, s onnan Sopronba. Tehat az
utirany fel6l dontiink Gyuldn, Kecskeméten és Gy6rben, az ut teljes hossza pedig ezen dontések nyoman kialakulo
harom utszakasz hosszanak Osszege lesz. A 190 Ft kifizetésénél, ha hasznalunk egy 100 és egy 50 forintost, akkor a
maradék 40 Ft-ot illetGen méar szabad keziink van, és az 6sszesen felhasznélt pénzdarab szama a 150 Ft-hoz és a 40 Ft-
hoz hasznalt pénzdarabok szamanak Gsszege lesz. Ha az elvihet$ targyakat két részhalmazra bontjuk fel, és elGszor az
egyik részhalmaz felgl dontiink, majd csak azutan a mésikrol, akkor az elvitt targyak Osszértéke a két részhalmazbol
kapott értékek osszege lesz. Mindharom példa azzal a fontos k6z6s tulajdonsaggal rendelkezik, hogy az egyméast kovetd
dontések eredményei Osszegzddnek.

Az a megfigyelés, hogy a Gyula és Sopron kozotti legrovidebb ut Kecskemét és Gydr kozotti szakasza egyben a
Kecskemét és Gy6r kozotti legrovidebb 1t is, és ha 190 Ft kifizetésekor csak 40 Ft maradt, akkor ezt az 0sszeget a lehetd
legkevesebb pénzdarabbal kell kifizetni, és hogy a masodik részhalmazzal a lehetd legjobban kell kitolteni a hatizsdk
megmaradt kapacitasat, specialis esete egy dontési sorozatokra vonatkozo altaldnos optimalitasi feltételnek, amelyet
felfedezGje utan Bellman-elvnek neveznek. A Bellman-elv azt mondja ki, hogy egy optimdlis déntési sorozat bdrmely
0sszefliggd részsorozata is optimdlis a részsorozatot megelézd dontések dltal kialakitott helyzetben. (Az a kifejezés, hogy
a ,részsorozatot megel6z6 dontések altal kialakitott helyzetben” azt jelenti példaul, hogy a Kecskemét-Gyér szakasz
optimalitasarol csak akkor beszélhetiink, ha a korabbi dontések hatasara Gyularol eljutunk Kecskemétre.)

Ezen elv segitségével el6szor a (7) feladatot oldjuk megld. 1996/7. sz. 391. o. Legyen y egy 0 és b kozé es6 egész.
Tekintsiik azt a feladatot, amely csak abban tér el (7)-t6l, hogy az egyenldség jobb oldalan b helyett y all:

min(clxl + Ccoxg + ...+ cnxn)alxl +asT2 + ...+ ATy =Y
X1, T2, «.., Tp >0 T1, T, .., Tpn €GESZ. (8)

ABellman — elvszerint, havalamelynemnegatvegsz

W1, ..., wy szamokhoz a (7) feladatnak van olyan olyan 7, ...,z optimalis megoldasa, amelyekre teljesiil hogy

wy <zf, . pw, <z, 68 aqwy + aws + ...+ a,w, =Y,
akkor a w1, ..., w, szamok a (8) feladat optimalis megoldasat adjik, tovabbad  az
x] —wi, ..., T, — wy, szamok pedig annak a (8) alaku feladat megoldasat, amelyben az egyenletben a jobb oldal
értéke b — y.

Jelolje f(y) a célfiggvénynek az optimalis megoldashoz tartozo értékét. Az f(y) fliggvény értékét fogjuk kiszamolni
minden 0 és b kozé es6 y egész mellett. Ez els6 latasra elég nagy pazarlasnak tinik, hiszen nekiink valojaban az f
fiiggvény egyetlen értékére van sziikségiink, arra nevezetesen, amikor y = b. Latni fogjuk azonban, hogy furcsa mdédon
egyszertibb valamennyi értéket kiszdmolni, mint csak egyetlen egyet.

Ha y = 0, akkor nyilvanvaléan az egyetlen megoldés, ami az Osszes feltételt kielégiti az x7 = 0,...,z, = 0. Tehat
ez egyben optimalis is. Legyen § egy 1 és b kozé ess egész. Tegyiik fel, hogy ismerjiik a (8) feladat megoldéasat az y =
0,1,...,4—1 esetekben. Ekkor az y = § jobb oldalhoz tartozé =7, . . ., x) optimalis megoldéas minden eleme nem lehet 0,
azaz legalabb 1 pozitiv eleme van. Tegyiik fel, hogy ez z7, tehit a Bellman-elv szerint az z7, ..., x;_;, 25 =1, 27 4,.. ., 2},
értékek a § —a; jobb oldalhoz tartozoé optimalis megoldast adjak. Innen az § jobb oldalhoz tartozoé optimalis érték, azaz
f(y) kiszdmitasara a kovetkezs szabalyt nyerjiik: Meg kell nézni, hogy mekkora az ¢ — a1, ..., § —aj, ..., § —an jobb
oldalakhoz tartoz6 optimalis érték, feltéve, hogy a jobb oldal egyaltalan szoba johet, azaz a j index mellett § —a; > 0
teljesiil, ezen értékekhez kell rendre hozzdadni a cq, ..., ¢;, ..., ¢, szdmokat, és az igy keletkez6 mennyiségek koziil
kell kivalasztani a legkisebbet. Okfejtésiink eredményét az alabbi képletekben fogalmazhatjuk meg:

7(0) = 009)7 (@) = min { f(G—a;) + ;| §=a; 20, 1< j<n} §=1,2...,5(10)
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A (9) képletbd! kiindulva a (10) azonnal szamithaté minden § = 1,...,b esetén, ebben a sorrendben.

Erdekes megvizsgalni, hogy igy hany mivelet elvégzésére van sziikség ahhoz, hogy az f(b) értéket meg tudjuk
hatarozni. A b = 0 jobb oldalhoz tartozo f(0) érték adott, tehat a (10) képletet pontosan b szamu jobb oldal esetén kell
kiszamitani. Mindegyikhez legfeljebb n Osszeadast és az ezek minimumaéanak kivalasztasahoz n — 1 Gsszehasonlitast kell
elvégezni. Legfeljebb n Osszehasonlitas kell annak eldontésére is, hogy az §—a; értékek nemnegativak-e. (Szamitogéppel
torténd szamolas esetén ezt valamilyen formaban meg kell csindlni.) Tehat a sziikséges miveletek mennyiségét nb
Osszeadassal és (2n — 1)b osszehasonlitassal becsiilhetjiik feliilrsl. (Azért szokas a kiilonb6z6 miiveleteket kiilon-kiilon
kezelni, mert szamitogépen kiilonb6z6 az elvégzésiikhoz elhasznalt id6.) A hatizsék feladat korabban emlitett nehéz
volta itt gy jelenik meg, hogy az elvégzends miiveletek sziama aranyos a feladat egyik adataval, az egyenlet jobb
oldalaval. Ha tehat ez nagyon nagy, akkor sok miiveletet kell elvégezni. A gyakorlatban az eljaras bizonyos hatarokon
beliil gyorsan szamol. Arrol azonban nincs ismeretiink, hogy ez volna a hatizsak feladat megoldasanak leghatékonyabb
modszere.

Eddig csak a célfiiggvény optimaélis értékét hataroztuk meg, de nem magat az optimalis megoldast. Pedig az
eljaras melléktermékeként ez is konnyen megkaphato. Sziikségiink lesz az optimalizalasi feladatok kapcsan bevezetett
kovetkezs jelolésre:

Legyen S egy tetsz6leges halmaz, g pedig egy ezen a halmazon értelmezett valos fiiggvény, amelyhez létezik olyan
u és v eleme az S halmaznak, hogy a halmaz barmely z eleme esetén g(u) < g(x), illetve g(v) > g(x), azaz u, illetve
v optimélis megoldésa a

min{g(z) | z € S}, illetve max{g(z) | z € S}

feladatnak. Jelolje argmin{g(z) | = € S}, illetve argmax{g(x) | z € S} ezen feladatok egy optiméalis megoldasat.
A (10) képletet ugy foghatjuk fel, hogy a ¢ fiiggvény értéke a f(§ — a;) + ¢; érték, és a fliggvényt az indexek
S ={1,2,...,n} halmazéan értelmezziik. Ezért, ha az eljarast kiegészitjiik a

h(gj):argmin{ (g —a3)+cj|y -20,1§j§n}
=1, 2, , b

utasitassal, akkor azon valtozok indexeit &rizziik meg, amelyeket 1-gyel megnovelve kapjuk az 1j jobb oldal optimélis
megoldéasat. Ezért a keresett optimalis megoldéast gy allithatjuk els, hogy b-bdl visszafelé haladva megszamlaljuk,
}tl’og}f melyik valtozot hanyszor kellett novelni. Innen az alabbi algoritmust kapjuk:
egin
for j:=1tondo z; =0;
y:=b;
while y > 0 do
begin
Thy) '= They) T 15
Y =Y — Qn(y);
end
end
A modszer targyalasakor kihasznéltuk, hogy a legkisebb egyiitthato, azaz a1, éppen 1. Ezért bizonyos, hogy barmely
b jobb oldal mellett vannak olyan i, ..., x, nemnegativ egészek, amelyek kielégitik az egyenletet. A modszer kis
modositassal akkor is alkalmazhatd, ha ez a feltétel nem teljesiil. Legyen M egy nagyon nagy szadm, amely biztosan
nagyobb, mint barmely optimalis megoldas értéke. Ekkor az indul6 értéket megadé (9) képletet igy kell modositani:

f(0)=0, flyy=M, y=1, ..., b(11)

Ha az algoritmus végén valamely y esetén f(y) még mindig M, akkor az egyenlet ezen jobb oldal mellett nemnegativ
egészekkel nem elégithetd ki.

Befejezésiil a Bellman-elvet a hatizsék feladat megoldasara hasznaljuk fel. A feladat adatairol feltessziik, hogy pozi-
tivak. Most 6vatosabban kell eljarnunk, mint eléz6leg. Egy bizonyos targy elvitelére vonatkozé dontés meghozatalakor
ugyanis nem elég csak azt figyelembe venni, hogy a hatizsak kapacitasanak egy meghatarozott y részét hogyan lehet a
legjobban kitdlteni, hanem biztositani kell, hogy ebben a legjobb kitoltésben a vizsgalt targy ne legyen benne. Ezért
két részre osztjuk a targyakat. Az egyik részrél éppen most dontiink, ezek lesznek az 1,... k, k 4+ 1 indextek, és a
maésik részrél azt gondoljuk, hogy mar dontottiink. Az utébbiak a k + 2, ..., n indextek.

Ennek megfelelSen legyen k egy 1 és n kozé es6, y pedig ismét egy 0 és b kozé ess egeész. Jelolje f(k,y) a (1) feladat
azon részfeladatanak optimalis célfiiggvényértékét, amelyben csak az els6 k valtozot vessziik figyelembe, a jobb oldal
pedig y. Tehat

f(k,y) =max(cix1 + coxa + ... + cpxg)arxy + asxe + ...+ arxr <y

X1, T2, ..., xp = 0 vagy 1. (12)



Az els§ észrevétel, amit tehetiink, hogy az f(1,y) fliggvényt konnytd meghatarozni, hiszen
f(1,y) = maxeiria1ry = yry = 0 vagy 1.(13)

A célfiiggvény monoton novs az egyetlen x; valtozoban, igy ezt olyan nagynak kell megvalasztani, amilyen nagynak
csak lehet, azaz a valtozd optimalis értéke, 27, pontosan akkor 1, ha a; < y, kiilonben pedig 0. Eszerint

f(l,y)=0,ha

y<ai crthay> aq.(14)
Tegyk felmostmr, hogyaz

f(k,y) fggunyrtktvalamelyrgztettkmellettvalamennyiy—raismerjk. Prbljukmeghatrozniazf f ggunyrtkeit, haazelsvltozjappenk
Ha ez nem teljesiil, akkor az els6 k targgyal pontosan akkora érték érheté el, mint az elsé k + 1 targgyal. Ha viszont

a feltétel teljesiil, akkor mindkét lehetGséget, nevezetesen a targy elvitelét és otthon hagyasat is szamba kell venni.

Tehat

f(k+1,y) = f(k,y), ha
y<apimax {f(k,y), f(k,y — ars1) + cr1}, hay> ag41.(15)

Ismét megéllapithato, hogy az f(1, y) (y = 0, ..., b) értékek ismeretében az f(k, y) (y = 0, ..., b) értékek
egyszertien szamithatok k = 2, ..., n esetén, k értékeinek novekvs sorrendjében. Tehat a (12) és (13) képletek a
hatizsak feladat egy megoldasi modszerét adjak.

Az f(k, y) értek meghatarozasihoz legfeljebb 2 Gsszehasonlitasra és egy Osszeadasra van sziikkség. Ha csak az
eredetileg kittizott hatizsak feladatot akarjuk megoldani, akkor az f(k, y) fiiggvény értékeit elegendS csak k = 1,...,n—
1 mellett meghatéarozni, valamint kiilon az f(n,b) értéket. Tehat 2nb — 2b + 2n, illetve nb — b + n felsé korlat a
sziikséges Osszehasonlitasok, illetve Osszeadésok szamara. Ha azonban kivancsiak vagyunk arra, hogy a silykorlat
hogyan befolyéasolja az optimélis megoldast, akkor valamennyi y mellett meg kell hatarozni f(n,y)-t is. Tehat az
utobbi esetben az eljaras egyszeri végrehajtasaval b + 1 kiilonb6z6 jobb oldalra tudjuk a feladatot megoldani.

Amig tehat a miiveletek nagysagrendje azonos a pénzvaltasi probléma megoldasdhoz sziikséges miveletekével, addig
maés a helyzet a sziikséges memoriaval. Az el6z6 feladatnal mindGssze két b+ 1 hosszi vektorra volt sziikségiink, egy az
f fiiggvény, egy pedig az optimalis megoldést leiré h vektor szadmara. Mostani feladatunknél azonban tobb memoériara
van sziikség. Els6 ranézésre az f fliggvény tarolasa egy n x (b+1) méretd témbot igényel. Azonban vegyiik észre, hogy az
f(k+1, .) figgvény értékeinek meghatarozasakor mindig csak az f(k, . ) fliggvény értékeit hasznaljuk, és az f(1, . ),
.. f(k—1,.) fliggvények értékei soha tobbet nem jonnek els. Tehat tgy jarhatunk el, hogy el6szor kiszamitjuk
f(1, . )-et, majd ebbdl f(2, . )-t. Ezutan mar f(1, . )-re nincs sziikségiink, tehat ennek a helyét hasznalhatjuk f(3, .)
meghatarozasahoz, ezutéan f(2, . ) helyét f(4, . )-hez, és igy tovabb. Tehat az f fliggvényhez 6sszesen két b+ 1 tombre
van sziikség. Nem igy az optimaélis megoldas tarolasahoz, ahol valoban kell az n x (b+ 1) méreti tomb. Jelolje z*(k, y)
az optimalis megoldést, ami persze szintén fliggvénye a valtozok szdmanak és a jobb oldalnak. Ekkor a (15) képletbsl
adoédoan

z*(k+1,y) =0,ha

y<agy1 Ohay > apyr és f(k,y) > f(k,y — arpy1) + i1 Lhay > apqr és f(k,y) < f(k,y — ary1) + cxr1-(16)

Ekkoratnyleges
x* optimalis megoldast tgy kapjuk, hogy el6szor eldontjiik x,, értékét, ami természetesen az
xy, = x*(n,b)

egyenlet alapjan torténik. Ezutan dontiink xz,,_; fel6l

xr_y=a"(n—1,b—apz))

szerint, és igy folytatjuk, mig végiil az

xy =" (1,b—agxy — ... —anx))
teljes megoldéast meghataroztuk.
Tehat legalabb (n + 1) x (b + 1) méretd memoriara van sziikségiink. Ha nem egy feltételiink volna, hanem t6bb,
példaul a turista nemcsak az elviendd targyak sulyat, hanem térfogatat is korlatozné, akkor a memoria igény és persze
vele egyiitt a szamitasi igény is megsokszorozodna, ezért ekkor mar més megoldasi modszereket kellene hasznalni.
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