1. A kényelmes turista

Egyszer volt, hol nem volt, volt egyszer egy turista. Volt ennek a turistinak mindenféle targya, amit elvihetett
magéaval. Minden targynak megvolt a maga stlya, amivel huzta bizony a szegény turista hatat. Egy-egy targynak
azonban nemcsak silya, hanem értéke is volt, a turista altal meghatarozott absztrakt, eszmei értéke, amellyel a targy
hozzajarult a kirandulds 6roméhez.

Gondolkodéba esett egyszer a turista, mit is vigyen magéaval. Mert, ugye, tdl sokat nem akart cipelni, de azt is
szerette volna, ha a vele 1év6 targyak Osszértéke minél nagyobb. Végiil arra az elhatarozasra jutott, hogy megallapit
egy sulyhatart, aminél tobbet biztosan nem visz, a targyakat pedig ugy valogatja 0ssze, hogy az egyiittes stulyuk ezt
a korlatot ne haladja meg, de az értékiik a lehetd legnagyobb legyen.

Ekkor azonban tjabb nehézsége tamadt. Az elv ugyanis egyszertd, de hogyan lehet megvaldsitani?

Probaljunk a turista gondjain segiteni. Tegyiik fel, hogy a turistanak n kiilonbozé targya van. Az 1,2, ..., j, ...,
n targy sulyat és értékét jelolje rendre aq, ao, ..., aj, ..., ay, illetve c1, ca, ..., ¢;, ..., cp. Végiil legyen b a turista
altal a targyakra megszabott sulykorlat.

Az els6 megallapitas az, hogy egy targgyal mindossze két dolgot tehet a turista: vagy elviszi a kirdndulasra vagy
otthon hagyja. Ha elviszi a j targyat, akkor az a; stllyal hizza a hatat, ennek ellenében viszont a kirdndulason c;
értéke lesz. Ha nem viszi el, akkor ugy vehetjiik, hogy a targy 0 stllyal terheli gazdajat, de egyuttal 0 az értéke is.

Vezessiink be minden j targyhoz egy z; valtozot. Ez irja le azt a dontést, amit az adott targgyal kapcsolatban meg
kell hozni. z; csak a 0 és az 1 értéket veheti fel. Legyen a 0 jelentése az, hogy a targy otthon marad, mig 1 azt mutatja,
hogy a targyat el kell vinni. Tekintsiik most az a;x; szorzatot. Ennek is csak két értéke lehet: vagy 0, ha x; = 0 vagy
aj, ha z; = 1. Mindkét esetben tehat ez a szorzat pontosan akkora, amekkora sullyal a targy a kirandulason a turista
hatat huzza. Hasonloképpen a cjx; szorzat vagy 0, vagy c;, és ez is pontosan akkora, amekkora értéket a targy a tura
soran képvisel, akar otthon marad, akar nem. Ezért az elvitt targyak Osszsilya

n
121 + a2 + ...+ 0% + ...+ ATy = E a;x;.
j=1

Ez a mennyiség nem lehet nagyobb, mint b. Ugyanilyen jeloléssel, az elvitt targyak osszértéke (az un. célfiggvény):
n
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Ugy kell az x; véltozok értékét meghatarozni, vagyis az elviends targyakat tgy kell dsszevélogatni, hogy ez az dsszeg
minél nagyobb legyen. Eddigi megallapitasainkat Osszefoglalva a kovetkez6 optimalizélasi feladathoz jutunk, amelyet
hatizsdk feladatnak neveznek: meghatarozandoé
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A hatizsak feladat a problémak egy nehéz osztélyaba esik. Eddig nem talaltak olyan egyszertd képletet, ami megadna
az optimalis megoldast, és altalanos vélemény szerint ilyen képlet nincs is, bar ezt még nem sikeriilt bizonyitani.
(Ellentétben az 6todfoku egyenlettel, amirdl tudjuk, hogy nincs megoldoképlete.)

Ezért a feladat megoldasan egy olyan szamitasi eljarast, azaz algoritmust értiink, amely biztosan megadja az
optimélis megoldast. Mivel az optimalizalasi feladatok korében gyakoriak a hasonléan nehéz problémak, ezért az
operaciokutatas egyik fontos teriilete hatékony algoritmusok keresése. Azért kell itt az eljaras hatékonysagat kiemelni,
mert sok esetben magatol értetédden adodik egy modszer, amivel azonban csak kicsi feladatokat lehet megoldani. A
hatizsak feladat esetében ez nem volna mas, mint a valtozok Osszes lehetséges értékének megfelels 2™ eset megvizsgélasa.
De gondoljuk meg, hogy ez méar 30 targy esetén is 1 073 741 824 eset, azaz tobb, mint egy millidrd. Nem nehéz a
targyakra olyan szdmot megadni, ahol mar annyi esetet kellene megvizsgélni, amennyivel a szamitogépek sem birnak.
Ugyanakkor nem okoz problémat akar 10 000 targyat tartalmazé hatizsak feladat megoldéasa sem. Ekkor persze sokkal
célszeriibben kell eljarni.

2. Mindenféle targyak

A fentiekben targyak sulyarol és értékérsl beszéltiink. Nem mondtuk ki, de mindenki joggal tgy érthette, hogy
minden targy sulya is, értéke is pozitiv. Azonban egy hétizsékra felkotott léggdmb példaul, amint igyekszik felszéllni,
emeli a hatizsdkot, vagyis a sulya negativ. A palpusztai pedig — egy, az érettebb sajtokat nem kedvel turista esetében —
negativ értékkel bir, hiszen ,illata” elrontja a j6 erdei levegst. Négy esetet kiilonboztetiink meg, amelyeket egy-egy
jellegzetes képviselGjiikrsl neveztiink el:



(i) az ,jranytd” esete: az iranytd a kirandulas alkalméaval hasznos targy, amely valamekkora pozitiv sillyal rendel-
kezik, azaz c¢; > 0, a; > 0,

(ii) a ,pozitiv 16ggémb” esete: amikor a léggdmb 6romet okoz a kirdnduldson, és még az az el6nye is megvan, hogy
emeli a hatizsakot, azaz c; > 0, a; <0,

(iii) a ,palpusztai” esete, ami huzza a turista vallat, és biidositi a levegst, azaz ¢; <0, a; > 0,

(iv) a ,negativ léggdmb” esete, amikor igaz ugyan, hogy segit emelni a hatizsakot, de zavart okoz, hogy amikor a
bozéton atcsortetiink, a madzagja minduntalan beleakad az dgakba, azaz c¢; < 0, a; < 0.

A (iii) esetbe csempésztiik be azt is, amikor a targy jelenléte k6z0mbos, azaz ¢; = 0, de a sulya nemnegativ.

Ko6nnyt latni, hogy a pozitiv léggémb és a palpusztai esete azonnal eldonthetd. A (ii)-be tartozokat ugyanis min-
denképpen el kell vinni, és biztosan nem rontjuk (ha ¢; = 0), s6t az esetek tobbségében kifejezetten javitjuk (ha ¢; < 0)
a megoldast, ha a (iii)-ba tartozo targyakat otthon hagyjuk. A gond az (i) és (iv) esetekkel van. Az iranytiinél azt kell
valamilyen értelemben eldénteni, hogy tobb értéket jelent-e, mint amekkora a silya, a negativ 1éggémbnél pedig azt,
hogy jobban emeli-e a hatizsakot, mint amekkora bajt okoz. Szerencsére a két eset egységesen kezelhets. Ha ugyanis
a j targy egy negativ 1léggdmb, akkor vezessiik be az y; viltozot, amit az
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egyenlettel definidlunk. Nyilvanvaloan y; maga is csak a 0 és az 1 értéket veheti fel. Tovabba ajz; = a;(1 —y;) =
a; — a;y;. Itt y; egylitthatéja —a; > 0. Ha tehat mind a célfiiggvényben, mind az egyenlStlenségben x; helyére
behelyettesitjiik az 1 — y; értéket, akkor a bevezetett 4j valtoz6 egyiitthatoja mindkét helyen pozitiv lesz.

Igy az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy az (1) feladatban minden egyiitthato pozitiv. Elterjedt az
a szokas, hogy ha ez igaz egy optimalizalasi feladatban, és annak csak egy feltétele van, akkor azt hatizsék feladatnak
nevezik. Méas hatizsak feladatokrol még szo lesz.

3. Hatizsak mindenhol

Furcsa, de a turista igen mesterségesnek hato problémaja az élet szamos teriiletén felmeril.

Egy befektets vallalat javaslatokat kap, hogy pénzét mire hasznalja. Minden javaslat tartalmazza a befektetendd
Osszeget (aj) és a varhaté éves nyereséget (c;). Ismert a véllalat t6kéjének nagysaga (b). Egy javaslat vagy teljes
egészében megvaldsul, vagy semmi se lesz bel6le. Ekkor tehat a silyhatar a befektethets toke, a targyak a javasolt
projektek, és a maximalis hasznot akarjuk elérni.

Néha az allami pénzkdoltés haszna szellemi természeti, forintban nem fejezhets ki. Ilyen a tudomany tamogatéasa. Az
erre fordithat6 pénzekért kutatasi programokkal kell palyéazni a pénzrél donté dllami szervnél. A palyazatokat szakértk
értekelik, akik a biralt palyazatokat kiilonboz6 szempontok alapjan pontozzak. Igy a vélemények sszegeként kialakul
az egyes palydzatok eszmei értéke (c;), mig a stlya a kért Osszeg nagysaga (a;). A sulykorlat a felhasznalhato keret
(b). A pénz legjobb elosztasakor a tamogatast a maximalis szellemi érték kapja meg.

Nézziink valami egészen mast. Egy gyarban van két azonos célid, de technikai paramétereiben kiilénb6z6 gép. Minden
terméket a kettd koziil pontosan az egyik munkéalja meg. Vannak olyan termékek, amelyek csak az egyikre keriilhetnek,
vannak olyanok, amelyek csak a méasikra, és végiil a tobbség barmelyikre. Az utobbi esetben nekiink kell eldonteni, hogy
melyikre. Mivel mér el6rehaladott targyalasokat folytatunk, ezért arra szamitunk, hogy be fog érkezni egy nagyobb
rendelés olyan termékre, amely csak az egyik, mondjuk, az els6 gépen munkalhat6é meg. Ugy kell szétosztani tehat
a két gép mindegyikén legyarthato termékeket a gépek kozott, hogy az elsd gépnek minél tobb szabad kapacitasa
maradjon. Tegyiik fel, hogy a mésodik gép kapacitasa, miutén legyartotta a csak rajta megmunkélhaté termékeket
idében kifejezve, b. Tegyiik fel tovabba, hogy n olyan megrendelt termék van, amely mindkét gépen gyarthato. Az
elsg, ill. a masodik gépen a megmunkaldsi idejiik legyen rendre pi1, ..., p1j, - .., Pin, ill. P21, ..., P2j, ..., D2n. Minden
termékhez vezessiink be ismét egy x; valtozot, ami 0 vagy 1; 1 akkor, ha a terméket a mésodik gépen gyartjuk, és 0
kiilénben. Mivel a termék mindenképpen rékeriil a gépek valamelyikére, ezért 1 — x; pontosan akkor 1, ha a terméket
az els6 gép gyartja. A fentiekhez hasonléan po;x; az az id6, amit a j termék a masodik gépen eltolt. Ez vagy 0,
ha a terméket az els6 gép késziti, vagy po; ha a masodik. Tehat az ilyen szorzatok Osszege nem haladhatja meg b-t.
Hasonloképp, p1;(1—2;) az az id6, amit a termék az els6 gépen t6lt el. Az ilyen szorzatok Gsszegét kell minimalizalnunk.
Veégiil a
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feladatot kapjuk. Ez latszolag kiilonbozik a hatizsédk feladattol. A feltétellel nincs baj, mert az csak elnevezés kér-
dése, hogy az egyiitthatokat a;-vel vagy pg;-vel jeloljiik, de a célfiiggvényben most nem maximalizélni kell, hanem
minimalizalni. Vegyiik szemiigyre hat a célfiiggvényt:
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A jobb oldalon az els6 tag allandé, tehat nem befolyasolja az optimum helyét. A negativ elGjel miatt a célfliggvény akkor
lesz minél kisebb, ha jobb oldal masodik Gsszege minél nagyobb. Tehat azt kapjuk, hogy a (2) feladattal ekvivalens a

n n
maprljxj szjxj <b3)z1, ..., x, =0 vagy 1
j=1 j=1

probléméval, ami mar valéban egy hatizsak feladat.

4. Hogyan fizetik ki a fizetést?

Fizetésnapon azoknak a fizetését, akik nem utaltatjak at bankszamlajukra, boritékba rakjak. A cél ennél a mdi-
veletnél, hogy a lehetd legkevesebb pénzdarabot hasznéljak fel. Ezt szinte kivétel nélkiil minden pénzrendszerben egy
agynevezett moho eljarassal lehet elérni. Vessziik a lehetS legnagyobb cimletet, mégpedig annyiszor, ahanyszor lehet,
utdna a kovetkezs lehetd legnagyobb cimletet ismét csak annyiszor, ahanyszor csak lehet, és igy tovabb. Tegyiik fel,
hogy n kiilonb6z6 cimlet van, ezek 1 = a1 < as < ag < ... < a,. Azért tessziik fel, hogy a legkisebb cimlet 1, mert ha
nem igy volna, akkor nem lehetne minden 0sszeget kifizetni. Feltessziik tovabba, hogy a cimletek mind egész szdmok.

Legyen « egy valos szam, ekkor [a] az a egész része, vagyis az a legnagyobb egész, ami nem nagyobb nala. Példaul
[0,51] = 0, [2] = 2, [-2,51] = —3. Ekkor a moh6 modszer a kovetkezs képletekkel irhato le. Legyen b a kifizetends
Osszeg, x7' (j =1, ..., n) az a szadm, hogy az a; cimletet hanyszor hasznaljuk fel ezen modszer szerint. A mondottak
szerint elGszor azt kell meghatarozni, hogy a legnagyobb cimletbdl hanyat vesziink, vagyis mekkora x,, értéke a mohod
megoldasban:

(4) o= H .
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Ettdl fligg, hogy az a,—1 cimletet hanyszor lehet felhasznélni, hiszen a szabalyt a maradék Osszegre kell alkalmazni:
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Ha ezt folytatjuk az indexeken visszafelé (csokkend sorrendben) haladva, akkor a kévetkezs altalanos szabalyt kapjuk:
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A magyar pénzrendszer elég egyszert, minden egység esetében van l-es, 2-es, 5-0s, majd ez egy 10-szer nagyobb
egységgel megismétlddik. Tehat van példaul 1, 2 és 5 forintos, majd a forint utan a kévetkezs nagyobb egység a 10 Ft,
ebbdl van 10 forintos, 20 forintos, 50 forintos. A szazasoknal hasonléan (a 200 forintos érme). Hidnyzik viszont a 2000
forintos. Tehat amikor a fenti formalizalt szabalyt 23 567 Ft-ra alkalmazzuk, akkor a (4) képlet alapjan a jelenlegi
legnagyobb cimletre, az 5000 forintosra 4-et kapunk. Igy marad 3567 Ft. Ehhez kell 3 db 1000 forintos, 1 db 500
forintos, majd 0 db 200 és 100 forintos, 1 db 50 forintos, 0 db 20 forintos, 1 db 10, 5 és 2 forintos és 0 db 1 forintos.

Itt most nem bizonyitjuk, de igaz, hogy ha egy pénzrendszer olyan, hogy az alacsonyabb cimletek mindig oszt6i a
magasabb cimleteknek, akkor a fenti moho szabaly mindig a lehets legkevesebb darab pénzt hasznalja fel. Ha azonban
az alacsonyabb cimletek nem oszt6i a magasabb cimleteknek, akkor konnyt olyan rendszert csindlni, amiben a moho
modszer nem minden esetben adja ki az optimalis megoldast. Példaul, ha bevezetnénk a 21 forintost, ahogy régen
Anglidban létezett az 1 fontos (= 20 shilling) mellett a guinea, ami 21 shilling volt, akkor a 40 Ft-tal maris bajban
lennénk. Ugyanis a moho szabaly szerint ezt 1 db 21, 10 és 5 forintossal és 2 db 2 forintossal kellene kifizetni, vagyis
Osszesen 5 db pénzzel, mikozben a 2 db 20 forintos tovabbra is az optimalis megoldas lenne.

Ha a pénz kifizetését egy matematikai feladattal akarjuk leirni, akkor az egyetlen dolog, amit észre kell venni,
hogy minden cimletet csak egész szamszor lehet felhasznalni. Erre a tényre mar a mohé moédszer megfogalmazasanal
is tekintettel voltunk. Hasznalva a fenti jeloléseket, igy a kovetkezd feladathoz jutunk:

min(xy; + x2 + ... + xp)a121 + a2x2 + ... + apx, = b
X1, T2, «vvy Ty >0 1, T2, ..., Tp €EESZ. (6)
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Felfoghatjuk a feladatot kissé altaldnosabban is. Példaul egy-egy pénzdarab elGallitdsanak van valamekkora kolt-
sége, ami mindig csak a cimlettdl fiigg. Igy beszélhetiink minimalis darabszamu kifizetés helyett ebben az értelemben
vett minimalis koltségd kifizetésrél. De hasonléképpen értelme lehet minimalis stulya kifizetésrél beszélni, mert a pénz-
darabok stlya ismét csak a cimlettdl fiigg, s6t a sily a cimlet egyik nagyon fontos jellemzGje fémpénzek esetén. Ugyanis
a kiilonboz6 automatakban a pénz azonositasa erdsen tamaszkodik a silyra. Ha a feladatot igy fogjuk fel, akkor legyen
C1, Co, ..., Cp az egyes cimletek imméar absztrakt koltsége vagy sulya. Ezekrol feltessziik, hogy pozitiv egészek. Ekkor
a probléma altalanosabb alakja

min(clxl + Ccoxg + ...+ cnxn)alxl +asxo+ ...+ apx, =0

X1, T2, «vvy Ty >0 1, T2, ..., Ty €CESZ. (7)

A korabban mondottak szerint ez a feladat is a hatizsak feladatok kozé tartozik. Megoldasa szintén nehéz abban
az értelemben, hogy a megfelel§ szamitédsokhoz sok mitvelet elvégzésére van sziikség.
Erre a feladatra a moho modszert ugyanugy a (4), (5) képletekkel definidljuk. Emogott az a megfontolas van, hogy

a jegybanknak akkor éri meg egy 1j, nagyobb (n + 1)-edik cimletet kibocsajtani, ha ennek fajlagos eldallitasi koltsége,
Cn+1

vagyis a hanyados kisebb a korabbi cimletek fajlagos elGallitasi koltségénél. A jegybank szempontjabol az a jo,

G,
ha a namgyoli;Llo1 cimleteket hasznéljak.

Ett6l fliggetleniil egy-egy konkrét Osszeg kifizetésénél mas lehet a helyzet. A fenti példat felfoghatjuk ugy is, hogy
ott minden cimlet elGallitasanak koltsége 1 Ft. Ha a 1étez6 cimletek 1, 2, 5, 10 és 20 Ft, és bevezetjiik a 21 forintos
cimletet, akkor csokkent a minimalis fajlagos koltség 1/20-r6l 1/21-re, mégis van olyan Gsszeg, amire a moh6 megoldas
nem optimalis.

A moh6 moédszer csak kozelité megoldast ad, ami persze sokszor azonos az optimalis megoldassal. Arrol, hogyan
lehet biztosan megtalalni az optimalis megoldast, a kdvetkezs részben lesz sz6.
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