Ismeretes Fermat sejtése — ami taldn mér bizonyitva is van — amely szerint n > 2 természetes szam esetén az
™ + y" = 2" egyenletnek nincs megoldésa a természetes szamok korében. Az is ismert, hogy az n = 2 esetben a
fenti egyenletnek végtelen sok megoldasa van, és ezeket egyértelmien meg is lehet adni. Az n = 1 eset természetesen
trivialis; tetsz6leges a, b természetes szdmokra x = a, y = b, z = a + b adja az Osszes megoldéast.
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Kérdés azonban, hogy mi torténik, ha n helyébe tetszGleges racionélis szam keriil. Az n = 3 ésn = 3 esetet a
Gy. 3023. gyakorlatban és az F. 3094. feladatban lathattuk [[Kittizésiik az 1995/9. szamban, megoldasuk mostani
szamunk 163. oldalan talalhat6. Ez utébbiban szerepelt az a megjegyzés is, hogy han = Z alaku, ahol k > 1 természetes

szam, akkor a megoldas x = a¥-d, y=10"-d, z =" dalaku, ahol a, b, ¢, d tetszbleges természetes szamok.
Feladatunk tehat az

(*) $r+yr22r

egyenlet pozitiNegatiV szam raciondlis kitev6ji hatvanyanak az értelmezése a valés szdmkorben gondot okoz. Bizo-
nyos esetekben ez lehetséges; példaul egész kitevénél, vagy olyan kitevénél, ahol a szamlalo 1 és a nevezd paratlan. A
megoldas viszont ilyen esetekben is visszavezethetd pozitivakra. egész gyokeinek a meghatarozéasa, ahol r tetszéleges
raciondlis szam. Meghatarozasként azt is megengedjiik, hogy a megoldast =" + y™ = 2" alakd egyenlet megoldasara
vezetjlik vissza, ahol n > 0 egész.

Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy korlatozodhatunk pozitiv kitevére. Az r = 0 esetben a (*) alatti egyenletnek
nyilvan nincs megoldasa. Ha r negativ, akkor r = —s, pozitiv s-sel. A (*) alatti egyenlet tetszéleges a, b, ¢ megoldasara
ekkor (be)® + (ac)® = (ab)® teljesiil. Forditva, az 2° + y° = 2° egyenlet barmely o', b, ¢’ megoldésa esetén ('c’)” +
(a’c)" = (a'b')" all fenn. Ez éppen azt jelenti, hogy minden megoldas egyértelmiien visszavezethets egy pozitiv kitevds
(*) alaka egyenlet megoldéasara.

Erdemes azonban az r = —1 esetet kiilon szemiigyre venni. Ekkor tehat olyan a, b, ¢ szamharmasokat keresiink,
amelyekre % + % = % teljesiil. Az el6z6ek alapjan természetes, hogy a megoldasok a = b'¢/, b = d'c/, ¢ = a'V’ alakba
frhatoak, ahol o’ +b' = ¢/ 1te1jesiﬂ. Ez az elGallitas azonban nem eléggé vilagosan kifejtett. Mivel pozitiv megoldéasokat
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keresiink, ezért — — 74 > 0, azaz b > ¢, tehat d = b — ¢ pozitiv egész. b helyébe (¢ + d)-t téve és ezt az eredetibdl
c a

kaphato be+ac = ab egyenldségbe behelyettesitve a ¢® 4 cd +ac = ac+ad, illetve a ¢ = (a — c)d egyenléséghez jutunk.
Ez azt jelenti, hogy d osztoja ¢?-nek, ¢ = de. Ekkor ,yisszahelyettesitve” b = ¢ 4+ d és a = e + ¢ adédik. Es valoban:

ac+bec=(e+c)c+ (c+dc=ect+ P+ +cd=ect+ed+c*+cd=(e+c)(c+d) = b
Eszerint az sszes megoldast a kovetkezéképpen kaphatjuk: Véalasztunk egy tetszéleges (pozitiv egész) c-t, majd c*-nek
egy pozitiv d osztojat. Ekkor a = % + ¢, b= c+ d, c megoldasai lesznek a vizsgalt egyenletnek.
Nézziik végiil azt az esetet, amikor r = d pozitiv egész p és g szamokkal. Mint tudjuk, azt is feltehetjiik, hogy p és

q relativ primek. Most tehat kiindulasi egyenletiink a
VaP + YyP = V/zp
alakot Olti. A fent idézett feladatmegoldas megjegyzésébdl adodik, hogy ezen egyenlet minden pozitiv egész megoldésa
(1) a? = (a")? - d, b= (b')9-d, c?=()-d
alakt, ahol a’, V', ¢, d pozitiv egészek és
(2) ad+b=c

teljesiil. Az is feltehetd, hogy az itt felléps harom szamnak nincs 1-nél nagyobb kozds osztéja. Az o’ = o”'d', b = b"d’,
¢ = 'd esetben ugyanis (1)-ben o', ¥/, ¢/, d rendre helyettesithets az a”, b, ¢, d(d')? szdmokkal. A (2) egyenlGség
alapjan o', b, ¢ koziil barmely kettének kozos osztoja osztja a harmadikat is. Igy feltehets, hogy o', b, ¢’ paronkeént
relativ primek.

a\P

N\ 4

A pozitivitast felhasznalva az (1) alatti els6 két egyenl@ségbdl ( b> = (%) kovetkezik. Tekintettel arra, hogy
N\ 4

a’ és b relativ primek, az egyértelmi primtényezds felbontas szerint %) csak agy lehet teljes p-edik hatvany, ha

a’ = uP és b’ = P, alkalmas u, v pozitiv egészekkel. Hasonloképpen adodik az is, hogy ¢ = w”, ahol w is pozitiv egész.
A kapott
(3) a =P, b =P, d =wP
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kifejezéseket (2)-be helyettesitve az
(4) uP 4+ P = wP

Osszefiiggeést nyerjiik. Ha marmost feltessziik, hogy a ,Fermat sejtés” igaz, akkor a (4) alatti egyenletnek nem lehet
pozitiv egész megoldasa a p > 2 esetben. A p = 1 esetben a fent idézett eredmények szerint (1) alatt megkaptuk az
Osszes megoldast. Vizsgaljuk meg most a p = 2 esetet is. Ekkor egyenletiink:

Va2 + {/y? = V22,
A megoldasokra (1) és (3) alapjan
(5) a=u?-d, b=1v?-d, c=wl-d
adodik, ahol (4) szerint u? 4+ v? = w?. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges u, v, w pitagoraszi szamharmashoz az (5) alatti

formula adja meg az r = — esetben (¢ paratlan) a (x) egyenlet dsszes megoldasat.
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