Pitagoraszi szdmharmasoknak azokat a pozitiv a, b, ¢ egész szdmokbodl all6 szamharmasokat nevezik, amelyekre
a? + b* = @ teljesiil. Az elnevezés arra utal, hogy ezek a szamharmasok léphetnek fel egy derékszogl haromszog
oldalainak a mérdszamaként.

A pitagoraszi szamharmasok szokisos meghatarozasa elég elemien torténhet; lényegében csak az egyértelmd prim-
tényezGs felbontast kell felhasznalni. A bizonyitasban van ugyan néhény ,triikkos” gondolat is, de ezek is egész elemiek.
Az okoz némi nehézséget, hogy eleve olyan megoldasokra kell korlatozodni, amelyekben a felléps szamharmasok relativ
primek. Ebbd6l természetesen kaphaté az 6sszes megoldas; mégpedig at, bt, ct alakban, ahol ¢ tetszéleges pozitiv egész
szam. Ez azt mutatja, hogy a megoldasban csupan a szerepl szamok ardnya lényeges. A megoldasokat harom pozitiv
egész paraméter segitségével adjik meg; amelyek egyike éppen a fenti ¢. A masik két paraméter pedig ,majdnem”
fiiggetlen egyméastol.

Itt most egy olyan modszert fogunk targyalni, ahol csupan egyetlen paraméter szerepel; igaz, ez egy raciondlis
szam. Ez a raciondlis szdm egyszerre szolgaltatja az Osszes at, bt, ct alakt megoldést; lényegében annak megfelelGen,
hogy melyik két egész szam hanyadosaként irjuk fel. A mésik két paraméter (tulajdonképpen ezek a lényegesek)
egybevonodik”.

Osszuk el a kiindulasi egyenldséget a-tel. Ezt megtehetjiik, mert csupan pozitiv szamok léphetnek fel. Igy az
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egyenlGséghez jutunk. Az u és v racionalis szamokra tehat v* — u? = 1 teljesiil, amit

(2) (v+u)(v—u)=1
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alakba irhatunk. Mivel u, v racionalis szamok, ezért r = v+ u és — = v —w is azok. v > v miatt v + u > v — u és igy
r

r > 1. r-rel kifejezve u-t és v-t, a

(3) v =

és u =

Osszefiiggéshez jutunk. Ezéltal az 6sszes megoldast leirtuk. Be kell azonban latni, hogy barmely raciondlis r esetén
a (3) alatti képlet megoldast szolgaltat. Ez viszont azonnal kovetkezik, ha a (3) alatti kifejezéseket (2) bal oldalaba
beirjuk. Lathatjuk, hogy a kapott r paraméter csak a pitagoraszi szaimharmas elemeinek az ardnyat hatarozza meg. Ez
tulajdonképpen ,,j6” is. A derékszogl haromszogre gondolva ez azt jelenti, hogy csak a kiilonb6z6 alaka haromszdgeket
tekintjiik kiilonbozéknek.

Még mindig célszert valamit megvizsgalni. Nevezetesen az el6allitas egyértelmiiségét; vagyis azt, hogy a (3) alatti
formula méas megoldast ad-e, ha r helyébe egy téle kiilonbozs r’ racionalis szdmot frunk. Ez is azonnal belathato, mert
ha ugyanahhoz a szdmharmashoz jutunk, akkor a v’ = v és v’ = u egyenlGségekbdl r = v +u = v’ + v’ = v’ adodik.

Ne higgyiik azt, hogy most méar teljesen készen vagyunk. Egy dologrol megfeledkeztiink. Nevezetesen arrol, ha az
eredeti egyenlGséget b>-tel osztjuk, akkor ugyanolyan formaju egyenléséghez jutunk, mint az el6bb. Ennek a megoldésa,

viszont lathat6an méas r raciondlis szdm lesz. Példaul a 3, 4, 5 pitagoraszi szAmharmas esetén 3-mal osztva u = 3’
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v = 3 és r = 3= 3 adodik. Ha viszont 4-gyel osztunk, akkor azt kapjuk, hogy v = i v = 1 és r = 1= 2. Ez

csupan egy apro kis ,szépséghiba’”, mégis érdemes megvizsgalni, hogy mely racionalis szamparokhoz tartozik ugyanaz

a pitagoraszi szamharmas. Feltehetd, hogy eredetileg a < b teljesiillla = b lehetetlen, mert v/2 irracionalis. Igaz, hogy

ennek a kimutatasanal is felhasznaljuk az egyértelmii primfaktorizaciot; de enélkiil is boldogulnank, csupan az a = b

esetet kellene kiilon targyalni.. Ez azzal ekvivalens, hogy u > 1. Behelyettesitve ide az u-ra adott (3) alatti értéket az
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r — — > 2 egyenl6tlenséghez jutunk. Hasonlé moédon lathatd, hogy az a > b feltétel az r — — < 2 egyenl6tlenséggel
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ekvivalens. Mint lattuk, » > 1; és ebben az esetben az r — — kifejezés mindkét tagja r-ben monoton ndvekszik. Ha tehét
r
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megkeressiik az r — — = 2 egyenlet 1-nél nagyobb valds gyokét (amennyiben pontosan egy ilyen van), akkor a gyoknél
r

nagyobb r-ek esetében a megfelels egészekre a < b, a gyoknél kisebbekre viszont b < a teljesiil. Ha egyértelmiiséget
akarunk, akkor elég az egyik ,irdnyra” korlatozodni. Egyenletiinket atalakitva azt nyerjiik, hogy r* — 2r — 1 = 0, azaz
(r —1)% = 2. Ennek az egyenletnek valoban egyetlen 1-nél nagyobb (s6t egyetlen pozitiv) valés gyoke van: r = 1+ /2.

Ha mar itt tartunk, akkor azt is érdemes megnézni, hogy milyen r és s racionalis szAmparok szolgaltatjak ugyanazt
a megoldast. Erre ugyan nincs sziikség a megoldashoz, de teljesebbé teszi képiinket. Nagysag szerint rendezve a
megoldéasokat az
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harmasokhoz jutunk. Feltétel szerint e két szamharmas mindegyike az a < b < ¢ pitagoraszi szamhéarmasbol keletkezett.
Ez azt jelenti, hogy
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Osszefiiggeéseket felhasznalva (5)-bél tehat azt kapjuk, hogy:
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Egyszertibb alakra hozva az
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(7) %5 = m, illetve az 95 = m
egyenldségeket nyerjiik. Ebb6l dsszeadassal az
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egyenlGséghez jutunk. Ezt az egyenlGséget s — 1 = 7 illetve (s — 1)(r — 1) = 2 alakra hozhatjuk. Ez az — r és
r_

s kozott fenndlld — Osszefiiggés adja meg azt a feltételt, hogy ezekhez a raciondlis szdmokhoz ugyanaz a pitagoraszi
szamharmas tartozik. Ez a feltétel nemcsak sziikséges, de elégséges is ahhoz, hogy ugyanazt a pitagoraszi szamhérmast
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hatarozzdk meg. Ha ugyanis s = 1 + ——, akkor
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és hasonloképpen s T2 T Eszerint a (7), és igy a (6) alatti feltételek igazak. Ebb6l viszont azonnal kovetkezik,
s r2 —

hogy az (5)-ben szerepls a, b, c-re fennallo aranyok mindkét esetben megegyeznek. Az s = r esetben természetesen a
mar szerepelt (r — 1)? = 2 egyenl6séghez jutunk.
A mar emlitett 3, 4, 5 pitagoraszi szdmharmasnal a két esetben r = 3 és r = 2 adodott. Valéban (3—1)(2—1) = 2.
A kapott elGallitasbol meghatarozhatjuk a pitagoraszi szamharmasok ,eredeti” elGallitasat is. Igaz, az egyértelmi-

ségi feltétel ebbdl nem olvashato ki. Tegyiik fel, hogy r = g alkalmas pozitiv = és y egész szamokkal. Ebbgl o= %

kovetkezik. Ezeket (3)-ba behelyettesitve és atalakitva
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adodik. Ebbél azonnal kapjuk, hogy a = 2xyt, b = (2* —y)t és ¢ = (x? +y?)t alaki. Itt a harom paraméter tetszéleges,
de vigyazni kell arra, hogy nem minden esetben kapunk kiilonb6z6 megoldast.
Fried Ervin



