A KoMalL 1995. évi 1. szamaban a soros R—L—C koroknél felléps rezonanciajelenségekkel, azok egyszeri (fels6bb
matematikai ismereteket nem igényld) targyalasaval foglalkoztunk. Vizsgalodasainkat most kiterjesztjitk a mechanikai
rezgésekre, és felhivjuk a figyelmet a két jelenségkor kozotti analogidkra is[1

Ha egy rezgd testre a rugberén kiviil egy periodikus kényszeritGers, tovabbéa a sebességgel egyenesen aranyos
nagyséagu csillapitéers is hat, akkor csillapitott kényszerrezgésrél beszéliink. Ennek a mozgasnak az idealis valtozataval
foglalkoznak a hivatkozott tankonyvek is.

A mozgas lefrasara forgd vektorokat hasznalhatunk, ahogyan a valtakoz6 aram leirasara is. Induljunk ki a val-
toaramnal hasznalt mennyiségek vektoraibol, és allapitsuk meg | analogidk segitségével |, hogy melyik mechanikai
mennyiség felel meg nekik a rezgés esetén. Tekintsiik az idedlis soros R—L—C aramkort, illetve egy csavarrugohoz
erGsitett testet, amelyre a fentebb emlitett erék hatnak.

Tudjuk, hogy egy kondenzatorba tgy lehet sok toltést belepréselni, ha nagy fesziiltséget kapcsolunk ra. Ebbdl a leg-
kénnyebb azt az analogiat megallapitani, hogy a kondenzator egy rugéhoz hasonlit. Tehat a rugoerének megfeleltetjiik
a kondenzator sarkain 1év6 fesziiltséget. Az ohmos ellenéllason 1év6 fesziiltségnek nyilvan a csillapitderst feleltethetjiik
meg. A teljes R—L-C kor sarkain 1év6 fesziiltségnek, vagyis a kiils6 kényszerits fesziiltségnek pedig a kényszeritGerst
(mas szoval gerjesztGerst) feleltetjiik meg. Legyen e gerjesztGers korfrekvenciaja w, amelyet a vizsgalatok soran fo-
lyamatosan lehet valtoztatni, nullatél igen nagy értékig. Legyen tovabba a rugdhoz kapcsolt test szabad rezgéseinek
korfrekvenciaja wg = v/k/m, az tgynevezett sajat(kor)frekvencia.

Az 6nindukcios tekercsre juto fesziiltségnek nehezebb megtaldlni az analogonjat, de hat mar dagysem maradt mas,
mint a tomeg és a gyorsulds szorzata, amit vektornak tekinthetiink. Természetesen azt az idedlis esetet vizsgaljuk,
amikor mindegyik er6 azonos frekvenciaval, id6ben szinuszosan valtozik.

A harmonikus rezgémozgas vizsgalatabol tudjuk, hogy a sebesség negyed periddussal, 90°-kal siet a kitéréshez
képest, illetve, hogy a gyorsulés ellentétes fazisban van a kitéréssel, vagyis 180°-kal siet hozza képest.

Ha a gerjesztSers vektoranak jele G, a rugoeréeé R, a csillapitoeréé C, tovabba, ha a tdmeg és a gyorsulas szorzatat
T-vel jeloljiik, illetve megallapodunk abban, hogy ezek a betiik a vektorok abszolut értékét képviselik, tehat pozitivak,
akkor a szoban forgo erSkre az 1. dbra szerinti vektorsokszoget rajzolhatjuk fel.

A vektorok egymashoz képesti helyzetét a kovetkezGk magyarazzék: A gyorsulas, illetve a tOmeg és gyorsulas
szorzatat reprezentald T' vektor egy egyenesbe esik a kitéréssel, de azzal ellentétes irdnyt. Hasonléan a rugderGt
képvisel§ R is egy egyenesbe esik a kitéréssel. A C vektor mer6leges T-re, mert ez a vektor a sebességgel esik egy
egyenesbe, a sebesség pedig 90°-kal megeldzi a kitérést. A G, C és R vektorok vektori 6sszege tehat T kell legyen, de
ez csak ugy valosithatoé meg, hogy G vektor ,ferdén” all T-hez képest, vagyis a kitérésvektorral, amely 7T-vel ellentétes
irdnyu, s az abraba nincsen berajzolva, a G vektor ¢ szdget zar be.

Minthogy az emlitett vektorok w szogsebességgel forgd vektorok, hasonléan a valtakozé dramnél hasznalt eljarés-
hoz, a 2. dbrdn lathaté médon is dbrazolhatjuk Gket. ElGszor a V' sebességvektort vessziik fel, mert ez felel meg az
aramerdsség vektoranak. Ugyanis a rugderdt a kondenzator fesziiltségével azonositottuk, de a kondenzator fesziiltsége
egyenld a toltés és a kapacitas hanyadosaval, mig a rugbderd egyenesen ardnyos a kitéréssel. Ebbgl kovetkezik, hogy
a kitérés a kondenzator toltésének a megfelelGje. A toltés idGegységre esG valtozasa az dramerGsség, aminek akkor a
mechanikai mennyiségek korében a kitérés idGegységre es6 valtozasa, vagyis a sebesség kell megfeleljen.

A sebességhez képest 90°-kal lemarad a kitérés X vektora, viszont G vektor ¢ szoggel jar X el6tt, C vektor pedig
a V sebességgel ellentétes iranyu.

Vegyiik tgy, hogy ezek a forgo vektorok a nekik megfeleld mechanikai mennyiségek amplitudojat képviselik. Az
abrakbol a kovetkezoket olvashatjuk le a vektorok hosszara vonatkozolag: G cos(180° —¢)+ R = T és G'sin(180° — ) =
C.

Hasznaljuk a tovabbiakban a Budé: Mechanika, 19. paragrafusédnak jeloléseit, tehat G helyett ezutan Fy-t irunk,
R helyett kA-t, T helyett mAw?-et és C helyett SAw-t. Ezekkel a fenti két egyenletet igy irhatjuk le:

Fycosp = kA — mAw?, Fysing = fAw.
Ezek hanyadosabol a kitérés és a gerjesztSerd kozotti faziskiillonbségre rogton kapjuk, hogy
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illetve a kitérés amplitaddjdnak négyzetére
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! Az egyes mennyiségek jeldlése Budo Agoston: Mechanika tankdnyvének 19. paragrafusat, illetve a forgd vektorok vonatkozasaban Holics
Laszlé gimnéziumi I1I. osztalyos kdnyve fiiggelékének 29. pontjat kdveti.



Vezessiink be a hivatkozott konyvnek megfelelen tovabbi egyszertsits jeloléseket! Legyen fo = Fo/m, k = 3/(2m),
illetve a mér emlitett wi = k/m. Ezekkel a faziseltolodas mértékeére irhatjuk, hogy

2-K-w

tgp = — 2
8% wi — w?

az amplitidonak a frekvenciatol valo fiiggésére pedig ezt kapjuk:

fo
\/(wg — w2)2 + 4K202
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Foglalkozzunk most a rezonancidnak nevezett esettel. Ez lényegében azt jelenti, hogy a gerjesztéers w korfrekvencidjat
igen kicsi értékekbdl kiindulva noveljiik igen nagy értékekig, mikozben a rezgd test amplitudojat figyeljiik. Ha az
amplitadot az w korfrekvencia fiiggvényében abrazoljuk is, akkor az Ggynevezett rezonanciagorbét vessziik fel. Ilyen
gorbéket mutat a 3. dbra.

Mindenekel6tt megallapithatjuk, hogy a gorbék nem az origobol indulnak ki az (w, A) koordinata-rendszerben,
hanem, mint az a fenti amplitidoképletbdl is leolvashato, fo/wg kezdeti értékbsl. (fo /w% dimenzi6ja természetesen
meéter.)

A 3. abran tobb gorbe lathato, amelyek kézott az tesz kiilonbséget, hogy milyen erds csillapitas hat a rezgs testre,
vagyis mekkora [, illetve ennek kovetkeztében x értéke. Mindegyik gorbe ugyanonnan indul, késébb maximumot ér
el, majd pedig zérus értékhez tart igen nagy w esetén. A legalsd gorbéhez tartozik a legnagyobb csillapitas, a felette
kovetkezSknél csokken.

A maximumok helye, vagyis a rezonancia helye érdekes. Lathato, hogy erds csillapitas esetén az wy sajatkorfrek-
venciandl joval kisebb w, korfrekvencianal van a gorbe maximuma.

A maximum helyét az amplitado képlet nevezGjében 1évs gyok alatti mennyiség atalakitasdval kaphatjuk meg.
Atalakitjuk w? = z-ben masodfoku fiiggvénnyé, majd ennek maximumat a szokésos ,,—b/2a” helyen keressiik:

(wg — w2)2 +4kw? = 2% + (4/@2 —2w) 2 + wgs

yy — b/ 20" = wg —2k% = wf, tehat w, = \/wg —2K2 < wp.

A gondosabb elemzés tehat azt mutatja, hogy ha a kényszerrezgést végzs testre hato gerjesztéers frekvenciajat igen kis
frekvencidktol indulva folyamatosan néveljiik, akkor a kényszerrezgés amplitidoja egy v, frekvencidnal a legnagyobb
értékét veszi fel, s ez a v, frekvencia a vy sajdtfrekvencia kozelébe esik, de anndl mindig kisebb.

Ez a jelenség az amplituddrezonancia.

Ha a csillapitohatas gyenge, mert példaul levegdben rezeg a kényszerrezgést végzd test, akkor x? masodrendien
kicsiny érték, s ilyenkor gyakorlatilag nem lehet megkiilonboztetni a maximalis amplitiadohoz tartoz6 w, gerjesztéf-
rekvenciat wg-tol.

Az amplitudé maximalis értékét megkapjuk, ha w, értékét A képletébe helyettesitjiik:

A(wr) = _h > A(wp).
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A gerjesztGerd és a kitérés nincsen azonos fazisban. A kozottiik 16ve fazisszog tangensét az el6z6ekben levezettiik. tg o
ott kapott képletébdl lathatd, hogy barmilyen nem nulla w esetén ¢ is nullatél kiillonbodzs szog.

Minthogy a rezonancidhoz tartozé w, korfrekvencia kisebb wgp-nal, de gyenge csillapitas esetén annak kozelében van,
a képletbdl latszik, hogy rezonancia esetén tgp-re igen nagy szam adodik, azaz ¢ = 90°. Ilyenkor tehat a gerjeszterd
forgovektora koriilbeliil merdleges a kitérés forgovektorara, azaz éppen a sebesség vektoraval parhuzamos és egyiranya.
Emiatt a rezgd testtel allandéan energiat kozol (F - v = teljesitmény!). Ha a csillapitds nem tudja felemészteni a test
energianovekményét, akkor allandéan novekszik az amplitudo, egészen az eszkdz tonkremeneteléig. . .
Az el6z6 sorokbol érezhetd, hogy a sebességamplitud6 akkor lehet a legnagyobb, amikor a gerjesztGers forgovektora
pontosan merdleges a kitérés forgovektorara, vagyis amikor ¢ = 90°. A sebességamplitidd, mint tudjuk, Aw, azaz
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ami valoban akkor maximalis, ha w = wy. A legnagyobb sebességamplitudo pedig fo/(2x).
Erdemes a gyorsulds amplitiddjat is megvizsgalni. Ez A - w?, vagyis
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Ez utébbi tort maximuma ott van, ahol a nevezgjében 1év6 gyok alatti mennyiség minimalis. A gyok alatti mennyiséget
1/w?* = z-ben masodfoku fiiggvénnyé alakitjuk, s megkeressiik a minimumat:
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A gyorsulasamplitid6 tehat mindig wg-nal nagyobb korfrekvencidknal maximélis. A 4. dbra a kényszerrezgést végzs test
mellett. A grafikonokon is lathato, hogy maximumuk wg-nal nagyobb wy korfrekvencianal talalhat6. (Hasonloan az
R-L-C aramkor tekercsén 1éve fesziiltséghez, a kezdetben megéllapitott analogianak megfelelGen.)
Erdemes felfigyelni még arra, hogy wo éppen w, és w, mértani kdzepe, vagyis wo = /wr - wy.
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