A dolgok elbonyolitasa a matematikai feladatmegoldas természetes velejardja. A problémék megoldéasa sorén alta-
laban nem rogton a legegyszertibb utat jarjuk be, hanem gondolataink sokszori vargabetije utan ériink csak célhoz.
Késébb persze megprobaljuk a megoldést csiszolni, a lényeges lépéseket kihamozni, esetleg rovidebb utat keresni.
Azonban egy szép, letisztult megoldast is csak akkor tudunk igazan megbecsiilni, ha el6tte keményen megdolgoztunk
és megszenvedtiink egy ,cstinyéaért”.

Természetesen altalaban nem a bonyolult, hanem az egyszerd megoldasokra torekszilink. Ezzel egyiitt egy elbonyo-
litasnak szerencsés esetben lehet olyan haszna, hogy igy véletleniil egy ) és hatékony moédszert fedeziink fel, amely
egyébként rejtve maradt volna; az adott feladat megoldasahoz erre a moédszerre ugyan nem lett volna sziikség, de
valamely mas kérdésnél csakis ennek segitségével boldogulhatunk.

Néha azonban még az is kifejezetten hasznos, ha valamit szdndékosan bonyolitunk el. A bonyolult megoldast
ugyanis az egyszertivel dsszevetve kezelhetetlennek latszo kifejezésekre sikeriil egyszerd alakot talalnunk.

Az alabbi kifejezések legtobbje ugy keletkezett, hogy egy problémat szandékoltan nagyon-nagyon iigyetleniil oldot-
tunk meg. Az ,jigyes” megoldassal szemben megkaphatjuk ezeknek a kifejezéseknek az egyszertibb alakjat. Az igazi
nehézség természetesen annak a felismerése, hogy a széban forgo kifejezés melyik probléma ,elbonyolitasabol” szar-
mazik. Egyes feladatoknél ugyan nem pontosan ez a helyzet, de valamennyi megoldasnak a kulcsa valamely probléma
kétféle megoldasanak az Gsszevetése.

A feladatok a matematika kiilonboz6 teriileteire vezetnek el (kombinatorika, albegra, analizis, szdmelmélet, valo-
szinliségszamitas); a megadott kifejezésekrdl azonban nem mindig konnyi raismerni még a megfelel§ témakorre sem.
Maguk a feladatok is valtozo nehézségliek, néhanynak a megoldasa komolyabb elkészitést és/vagy elGismeretet igé-
nyel. Ezért senki se keseredjel el, he egyesekkel egyaltalan nem boldogul. A feladatok kittizése utan némi altalanos
utmutatast adunk, azonban ez is csak minimélis fogodzot jelent. A megoldasokat a kovetkezs szamban kozoljiik.

Addig is mindenkinek j6 szorakozast és eredményes elbonyolitast kivinunk.
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(A Z jel azt jelenti, hogy a mogotte allo kifejezés értékét a megadott k értékekre kell Osszegezni. |z]| a z szam
(also) egész részét jeloli.)

6. Legyen d(n) az n pozitiv osztoinak a szama, o(n) az 1,2,...,n szamok kozott az n-hez relativ primek szama,
és pu(n) a Mobius-figgvény: p(1) =1, u(2) = (=1)", ha az n szam r kiilonb6z6 prim szorzata és minden mas esetben
p(n) = 0.
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Utmutatas az elbonyolitashoz

Az alabbiakban nem konkrét dtmutatiasokat adunk a feladatokhoz, hanem inkabb roviden jelziink néhany olyan
fogalmat, tételt, ill. modszert, amely hasznos lehet és esetleg jo Gtleteket sugallhat.

A) Logikai szitaformula

Egy N elemd H halmaz részhalmazai Hy, Ho, ... H;. Jelolje N; a H; elemszamat, N;; a H;NH; metszet elemszamat,
Niji a H; N H; N Hy, elemszamat stb. Ekkor az alabbi képlet megadja azon elemek szamat, amelyeket egyetlen H; sem
tartalmaz:

N—Ny—-+—N+Nig+Nig+-+Ni—14— Niog — -+ (=1)"N1a_,.

B) Komlpex szamok

(i) A komplex szamok hatvanyozéasanal altalaban a trigonometrikus alak ad egyszerd eredményt, de remek elbo-
nyolitasra nyujt lehetGséget a binomidlis tétel.

(ii) Nagyon szép azonossagok érvényesek azokra a komplex szamokra, amelyek k-adik hatvanya 1, ezek a k-adik
j 2jm
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E|r és 0 minden més 7 esetén. Ennek igazolasahoz irjuk be a 9; = o] alakot, és hasznaljuk a mértani sor Gsszegképletét;
ha k 1 r, akkor
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egységgyokok: p; = cos % + i sin ,J=1,2,... k. A k-adik egységgyokok r-edik hatvanyainak az Gsszege k, ha
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hiszen Q]f = 1. Ha k | r, akkor az 0sszeg minden tagja 1, tehat ekkor az Osszeg értéke k.

C) Rekurzick

A legegyszertibb tipusa lineéris rekurzio egy olyan ag,ay, ..., ay, ... végtelen sorozat, ahol a, = aa,_1 + Ban_2
minden n > 2-re. Legismertebb példa erre a Fibonacci-szamok, ahol ag = 0, a; = 1, a = 8 = 1. Egy ilyen rekurzié
megoldasa a, = c1x] + caxy alaku, ahol z; és x5 az 22—ar—B=0 egyenlet kilonbozd gyokei, ¢ és co pedig a kezdeti
ap és a1 értékeibdl hatarozhatok meg (részletesen lasd pl. Poros Tibor cikkében, K6MaL 1993/8-9).

D) Végtelen dsszegek

A végtelen sorokkal altaldban vigyazni kell, mert a viselkedésiik alapvetSen megvaltozhat, az a végesben megszokott
szabalyokat probaljuk rajuk alkalmazni, pl. a tagok atrendezése vagy két sor , kézenfekvGen adddo” Osszeszorzasa
altalaban nem megengedett. Azonben abszolit konvergens sorokkal, azaz olyanokkal, amelyekben a tagok abszolut
értékeibdl képzett sor is konvergens, teljesen ugyantugy banhatunk, mintha véges Osszegek lennének: két ilyen sort



ugy szorzunk Gssze, hogy ,minden tagot minden taggal’ megszorzunk, és a kapott végtelen Osszeget tetszés szerint
csoportosithatjuk.

Az egyik legismertebb végtelen sor a négyzetszamok reciprokosszege, amelynek értéke 72/6. A mai cikket egy
ehhez kapcsol6do torténeti attekintéssel zarjuk. Mar Euler megmutatta a XVIII. szazadban, hogy hasonlé tipusi
formula érvényes minden paros kitevGji hatvanyra is, ugyanakkor érdekes modon a paratlan kitevGjid hatvanyok
reciprokdsszegére ma sem ismeretes pontos képlet, s6t a kobszamoktol eltekintve azt sem tudjuk, hogy a szoéban forgo
reciprokosszeg irraciondlis-e vagy sem. A kobszamok reciprokosszegérol is csak 1978-ban(!) igazolta Apéry francia
matematikus, hogy irracionalis. Kar, hogy ezek az Gsszegek csak bonyolultak és (minden bizonnyal) nem valami
egyszertinek az elbonyolitott valtozatai.

Freud Rébert



