1. Az ABC haromszogben adott két oldal és a révidebb oldallal szemkozti szog. Legyen AC' = x és alkalmazzuk a koszinusz-
tételt.

81 =2>+100—2-x-10 - cos60°,
ahonnan 2> —10z+19 = 0, z1 = 5+V6, 22 = 5—V/6. A feltételeknek két haromszog felel meg, az egyikben AC = 5+v6 ~ 7,45
egység, a masikban AC =5 — V6 = 2,55 egység.
2. Legyen z1 a k6zos gyok, a tovabbi gyokok 2, illetve x3. Ekkor

1 + x2 = —3p, . r1+x3 = —p,
illetve
T1x2 = ¢q r1x3 = —q.
Innen z1(xz2 + x3) = 0, azaz x2 + x3 = 0 vagy 1 = 0. Ez utébbi esetben x2 = —3p, x3 = —p, igy valoban z2 = 3z3.

3. Az egyenletnek csak olyan megoldasa lehet, ahol cos2x < 0. Rendezziik 4t az egyenletet, majd emeljiink négyzetre.

\/@:—0052:07 1—sin2x:2(1—5m22x)7

2sin” 2z — sin 2z — 1 = 0; sin2z =1 vagy sin2:c:—%.

Ha sin 2z = 1, akkor cos 2z = 0 és ez megoldas, 2z = I 2km, 1 = % + krm, k € Z;
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ha sin2x = ~3 és cos 2z < 0, akkor 2x = % +2nm, Tan = T + nm, n € Z, és ezek is megoldasok.

4. Legyen a beirt kor kozéppontja O, a BC oldal felez6pontja A1, az AA1(= m) magassag a beirt kort még az A2 pontban
metszi; az A2 pontban a beirt korhoz huzott érinté az adott haromszoghdl egy hozza hasonlé haromszoget metsz le. A szoban
forgo kor e haromszog beirt kore, sugarat jelolje o1, magassagat AAs = m;.

Mivel BO az ABA; haromszog bels6 szogfelezje és g—ﬁl = g, azért g—j = g Legyen BA = 3z, OA = 2z. Az ABA;
1
derékszogt haromszogbdl:
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(3z)* = <7> +(2z+9)?2  5z®— 36z — — =0

smivel z >0, x = 11,7, 22 = 23,4 egység. AA1 =m = 32,4, AAs = m; = 14,4 egység. A hasonlosag miatt

m 14,4
ag_ =9. 1 =4,
o~ me 27931
A kot sugara o1 = 4 egység.
5. a) A két kor kozéppontja K1(2; —1), illetve K2(5;5). Az egyik kozos kiils érint6 a koroket az En, illetve Eo pontokban
érinti. A korok kiils6 érintGinek metszéspontjat jelolje H, ez a korok kilsé hasonlosagi pontja. A H K1 Ey haromszog hasonlo a
1Ke
) KoH ~—
Mivel K1 K2 = (3;6), azért Ko H = §K1K2 =(1;2) és OH — OKs, + KoH = (5;5) + (1;2) = (6;7), tahat H(6;7).
b) A H ponton dtmend egyenesek koziil azok lesznek koz6s érintSk, amelyek valamelyik kor kozéppontjatol sugar tavolsagban
haladnak. A H ponton atmend egyenesek egyenlete Az + By —6A —7B =0 (A2 + B® > 0) alakban irhato. Igy

HK>F> haromszoghtz, a hasonlésag ardnya a sugarak aranyaval egyezik meg, tehat 4 : 1, azaz

_ |5A+5B —6A—T7B|
a VazZyB:
ahonnan B =0, A =1, illetve A = 3, B = —4 megfelel.

A két érint6 egyenlete: = 6, illetve 3z — 4y + 10 = 0.
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6n 2n
7(2(1 + (6n—1)d) =K - 7(2(1 + (2n — 1)d).

6. Jelolje a sorozatok elsg elemét a, kiilonbségét d. A feltétel szerint K, azaz

Ekvivalens atalakitasok utan

2nd(K — 9) = (2a — d)(3 — K).
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Ha K = Si allando, akkor n-t6l fiiggetlen. Ez akkor teljesiil, ha

1)d=0 (a%;é 0), K = 3, azaz a sorozat minden eleme a;
2)d=2a#0, K =9, azaz az a, 3a, 5a, ... sorozat.
Lassuk be, hogy mindkett6 megfelel a feltételeknek!

7. Mivel log, (2-3%) = — log 1 (2-37), azért

log1 (9" 4+ a) = log (2-3%).
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Az 3 alapt logaritmusfiiggvény szigortt monotonitasa miatt



9" +a=2-3",
9°—2.3" +a=0.
E 3”-re masodfoki egyenlet diszkriminansa D = 4(1 — a). Ha D < 0, azaz a > 1, akkor az egyenletnek nincs megoldésa.
ha D =0, azaz a = 1, akkor (3% — 1)2 = 0; ekkor az egyenletnek egyetlen megoldéasa van: zo = 0;
ha D > 0, azaz a < 1, akkor 3° =14+ /1 —a;
3" =1++V1—a, z1 =logs (1 ++v1—a) minden a < 1 esetén megoldés, mig

a)
3" =1-+v1—a, z2 = log, (1 —v1- a) 0 < a <1 esetén megoldas.
8.

(:c—\/:cz—3:c—12):k7r, keZ,
x— /2?2 — 3z — 12 = 3k,
r—3k=+x2—-3x—12,

T
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ezért az x> — 3z — 12 >0 és az x — 3k > 0 feltételeknek kell teljesiilni.

z? — 6k + 9k = 2° — 3z — 12,
ahonnan
_3k*+4
T 2%k -1
Azonos atalakitasokkal
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=7 ((Slc—&—i’>—|—2k_1>7
tehat 2k — 1 osztdja 19-nek.
Ha 2k —1 =1, azaz k = 1, akkor x = 7, és ez megoldas, ha 2k — 1 = —1 vagy 2k — 1 = 19, akkor z = —4 vagy = = 16,
és ezek nmem megoldasok, ha pedig 2k — 1 = —19, k = —9, akkor x = —13, és ez is megoldas. Az egyenletnek tehat két egész
megoldasa van: ¢ =7 és x = —13.
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