Az 1993. évi Kiirschiak Joézsef Matematikai Tanuléverseny feladatainak megoldasa

1. Legyen a és b két pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy legfeljebb véges sok n egész szim esetén lehet an® + b és
a(n +1)? 4+ b egyardnt négyzetszdm.
I. megoldas. Tegyiik fel, hogy az n egész, és x és y pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy

(1) an?® + b = 22, és a(n+1)2 +b=1y%

A megfelel oldalak kiilonbségét képezve és az n-et tartalmazoé tagot kifejezve

2an = y* — 2% — a.

Ezt az els6 egyenlség 4a-szorosaba helyettesitve és rendezve a kovetkezdét kapjuk:
zt — 2227 + y* — 2a(2? + %) + a® + 4ab = 0.

Mind a két oldalhoz 42%y*-et hozzdadva a bal oldalon az utolsé tag kivételével teljes négyzet keletkezik. Ezt mind a
két oldalbél levonva a jobb oldal szorzatta alakithato:

4ab = (2xy — 2% — y* + a)2ry + 2% + v — a).
A bal oldal egy felbontasat kaptuk tehat két egész tényezs szorzatara. A kinalkozoé teljes négyzetté alakitasokkal
a—(r—y?=q, (x+y)*—a=q, ahol gqq=4ab.

Innen kiszamithatoé x és y. Ha ezek egész szamnak adddnak, akkor pl. az (1) els6 egyenlSségébdl n-re legfeljebb két
egész értéket kapunk. A feladat kovetelményeit tehat legfeljebb négyszer annyi n érték elégiti ki, mint ahényféleképpen
4ab két tényezs szorzatara bonthato, tehat valoban véges sok.

Megjegyzések. 1. Konnyt olyan polinomot talalni, amelyikhez van a feltételeket kielégits n érték. A 3n2+1 polinom
értéke példaul a 0 és 1 helyen 1, ill. 4.

2. Nem lényeges a és b pozitiv volta, csak az, hogy egyik sem 0, hiszen okoskodasunk akkor is helyes marad, ha a
4ab szorzat negativ, és ha a felbontasnal negativ tényezGket is megengedniink.

A feladat allitasa érvényes ennél is altalanosabban minden egész egyiitthatos az? 4 bx + ¢ masodfoku polinomra,
amelyik nem els6fokinak a négyzete. Az els6foku tag elhagyasa csak a szamolasi bonyodalmak csokkentését szolgalta.
Valoban, ha ennek a polinomnak az értéke az n helyen is, az n + 1 helyen is négyzetszam, akkor a fentihez hasonldéan
szamolva

2an +a +b=y? — z°.

Innen 2an-et a
4a’n® + 4abn + dac = dax®

egyenldségbe helyettesitve megfelels dtrendezés utan az
y* —22%y% +2* — 2a(z? +y*) +a® +dac—1b* =0

egyenlGséghez jutunk. Az, hogy a polinom nem elséfokt négyzete, azt jelenti, hogy 4ac — b* # 0, és igy innen mar
ugyanagy okoskodhatunk tovibb, mint a fenti megoldéasban.

3. A lehetséges n értékek szaméra nyerhetnénk kisebb korlatot, de a célunk csak ilyen korlat létezésének a bizonyitasa
volt.

II. megoldas. Az bizonyitjuk, hogy a feladat allitasa igaz minden 0-t6l kiilonb6zs a, b egészre. Ha a < 0, akkor

b
an? + b negativ, amint n? elég nagy, ( n? > —), tehat legfeljebb véges sok egész n-re lehet négyzetszam az értéke.
—a

Elég tehat azt az esetet vizsgalni, ha a > 0.
Az (1) alatti két egyenldség bal oldalanak a szorzata

(1,2TL2(7'L + 1)2 + 2ab(n2 + TL) + ab+ b2 = (a,n(n + 1) + b2) + ab.

Ez feltétel szerint négyszetszam. Ez nem lehetséges akkor, ha b > 0 esetén a jobb oldal kisebb, mint (an(n+1)+b+1)?,
illetve ha b < 0 esetén nagyobb, mint (an(n -+ 1) +b— 1) Megmutatjuk, hogy ez a feltétel mind a két esetben teljesiil,
amint n elég nagy.
Ha b > 0, akkor a feltétel
2an* + 2an +2b+1—ab >0

alakra hozhat6. Ekvivalens egyenl6tlenségre jutunk, ha mind a két oldalt megszorozzuk pozitiv 2a szdmmal. Ekkor
megfelel§ atalakitasokkal a
(2an + a)? > 2ab + a® — 4ab — 2a



egyenl6tlenségre jutunk, ez pedig minden elég nagy abszolutértéki n-re teljesiil, mivel a jobb oldal nem fiigg n-t&l.
Ha b < 0, akkor
2an® + 2an+2b—1+ab> 0

alakra hozhato a feltétel és ez ismét minden elég nagy abszolatértékid n-re teljesiil.

Megjegyzés. Ez a megoldas is alkalmazhaté lényes valtoztatas nélkiil tetszés szerinti masodfokt polinomra, amelyik
nem els6foku négyzete, csak lényegesen tobbet kell szamolni.

III. megoldas. Ismét az el6z6 megoldasban nyert allitast bizonyitjuk, de mint ott, most is elég azt az esetet
vizsgalni, ha a > 0.

Feltehetjiik azt is, hogy n > 0, mert n-nel egyiitt —n — 1 is kielégiti a feltételeket, és a kettd koziil az egyik nem
negativ.

Tegyiik fel, hogy

an®* +b=7r% a(n+1)>+b=(r+s).

valamilyen pozitiv egész r és s szdmmal. Ekkor
(2n + 1)a = 2rs + s* > 2rs.
Pozitiv egész szamokrol 1évén sz6, ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
(2n + 1)%a* > 4r?s% = 4(an® + b)s>.
Innen, mivel an® + b pozitiv négyzetszam,

2,2 2 2
&2 < (2n+1)%a < (2a + a/n) < (2a+1) 7
dan? +4b ~ 4a—A4b|/n?> T 4da—4

ha n nagyobb a-nal is, \/|b|-nél is. Igy s az ezen hatar folotti n-ekre csak véges sok kiilonboz értéket vehet fel.
Minden ilyen s-re négyzetre emelve a (2n + 1)a — 52 = 2rs egyenlGség ket oldalat és felhasznalva r jelentését

4an? + 4a®n + a® — 4as®n — 2as® + s* = 4r?s? = das’n® + 4bs>.
Ezt n hatvanyai szerint rendezve
4a(a — s*)n? + da(a — s*)n + a® — 2as* 4 s* — 4bs* = 0.

Eszerint minden sz6bajové s értékhez legfeljebb két megfelels n érték létezhet, ha s? # a.

Nem lehet viszont s> = a, mert ekkor egyenldségiink azt adna, hogy 4ab = 0, ami nem teljesiilhet, mert sem a, sem
b nem 0. Az n-re adott korlatok alatt Osszesen is csak véges sok nem negativ egész van. Ezzel a bizonyitandé allitast
nyertiik.

2. Az ABC hdromszdg oldalai kilonbézd hosszisdgiak. A hdaromszdgbe irt kor a BC,CA, AB oldalakat rendre a
K, L, M pontban érinti. A B-n dt LM -mel parhuzamosan hizott egyenes és KL metszéspontja D, a C-n dt LM -mel
pdrhuzamosan hizott eqyenes és KM metszéspontja pedig E.

Bizonyitsuk be, hogy DE dtmegy az LM szakasz felezdpontjdn.

I. megoldas. Az ALM haromszog egyenls szari. Igy, ha AB és AC kiilonboz6, akkor a B-bél és a C-bsl LM -mel
parhuzamosan huzott egyenes is kiilonb6z6. A veliik nem parhuzamos KM egyenes metszi Gket, igy a D és FE pont
létrejon (1. dbra).

Jeloljiik BD és AC metszéspontjat B'-vel, CE és AB metszéspontjat C’'-vel. Ekkor egyenlszart az ALM-hez
hasonlo AB'B és az ACC’ haromszog is. B'-n és C'-n at parhuzamost hizunk a BC oldallal. Az elobbi és KL
metszéspontjat G-vel, az utobbi és KM metszéspontjat H-val jelolve a BDK és a B'DG haromszog egybevago,
mert megfelel szogeik csticsszdgek vagy valtoszogek. Belatjuk tovabba, hogy B'G = BK. Ugyanis a GB'L és KCL
héromszdg hasonld, és az utobbi két oldala a C-b6l a beirt korhoz hiazott két érintészakasz, ezért B'G = B’ L. Utobbi
és BM viszont egyenls szakaszok kiilonbsége, igy szintén egyenl6k. Végiill BM és BK a B-bdl hazott két érintGszakasz,
igy egyenlk. Ekkor azonban a tobbi oldalpar is egyenld, igy BD = B'D, vagyis D a BB’ szakasz felez6pontja.

Ugyanigy latjuk be, hogy E a CC’ szakasz felez6pontja. A CK E és a C' H E haromszog egybevago, miutan megfelels
szogeik csicsszogek vagy valtdszogek, tovabbé egy pontboél huzott érintGszakaszok egyenld volta kdvetkeztében a K BM
héromszéghoz hasonlé HC'M héaromszdg egyenls szari, s igy HC' = C'M = CL = CK. Ekkor a haromszog tobbi
oldalpéarja is egyenls, igy CE = C'E.

Ezekbdl mar kovetkezik, hogy a DFE egyenes a BAC'< széarai kozti harmadik parhuzamos szakaszt, K M-et is felezi,
és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzések. 1. Vilagos, hogy ez az egyenes az A csicsbol induld szogfelezs.

2. Mint tobben is megjegyezték, a bizonyitasban csak az AB és AC oldal kiilonb6z6 voltara volt sziikség.

3. Konnyen lathato, akar ennek, akar a kovetkezs megoldasoknak a gondolatmenetével, hogy helyes marad az allitas
akkor is, ha a beirt kort a haromszog egyik oldalat kiviilr6l érinté korrel helyettesitjiik. Az AB vagy az AC oldalhoz
hozzairt kor esetén D és E a kiils6 szogfelezén lesz.



A versenyzdk sok kiilonbozd megoldast adtak a feladatra. Sokan hasznéltak fel Menelaos tételét, illetSleg annak a
megforditasat. Volt, aki koordinatakkal szamolt. A fenti megoldas mindegyiknél sokkal egyszertibb. Miutan azonban
ez a megoldas csak egyetlen versenyzénél szerepelt, bemutatunk még két tovabbi megoldast.

II. megoldas. Valasszuk a jelolést ugy, hogy AB < AC teljesiiljon. Ekkor D a KL szakaszon van, E az MK
szakasz K-n tuli meghosszabitasan. Jeldljiik a haromszogbe irt kort k-val.

Azt mutatjuk meg, hogy D és E az LM szakasz felez6 mer6legesén van, vagyis hogy DLM és az ELM haromszog
egyenld szart, mivel L-nél és M-nél levs szogeik egyenlk (2. dbra).

Az AML,BKM és CLK haromszog egyenls széra, mert két-két oldaluk a csticsokbo6l k-hoz huzott érintGszakasz.
Az alapon levd szogeiket jeloljiik a, 3, illet6leg y-val. Ezek egyenlSk a K LM haromszog K-nél, L-nél, illetGleg M-nél
levs szdgével, mert k-nak ugyanazt az ivét tartalmazo hir-érint6 szogek, illetsleg keriileti szogek. Igy Gsszegiik 180°.

B,K,D és M egy ky koron van, mert az LKM<, LM A<, és DBM < egyenl§ és egyez6 iranyitasi. Az elsG és a
mésodik azért, mert az elsé keriileti sz6g, a masodik hir-érinté szog k-ban, és az els6é szaruktol a masodikig a kor
ugyanazon iranyitott ive fut; a masodik és a harmadik szog szarai pedig egyiranyban parhuzamosak. Igy a két szog
csucsa és a megfelels szérak egyeneseinek a metszéspontja egy koron van.

Ekkor BM D« = CKL< = -y, mert a szaregyeneseik kozti (cstucs-) szogtartomany egyarant k; B-t6l K-n at D-ig
futé ivét tartalmazza. Ennek folytan

LMD< =180° — BMD< — LMA< =180° — y — a = 8 = MLD«<,

tehdt LDM egyenl6 szart haromszog.

Hasonléan C, K, E és L is egy ko koron van, mert LK M <, ALM < és AC E< egyenld és egyezd iranyitast ugyanolyan
okokbol, mint az el6bb.

Ekkor FLC< = FEKC< = MKB< = (3, mert az elsé és a masodik ky ugyanazon ivét tartalmazo keriileti szog
ko-ben, a masodik és a harmadik pedig cstcsszog-par. Igy

MLE<=180°—- ALM<1<—-FELC<=180°—a—-p=v=EMLq,

tehat az FLM haromszog is egyenls szaru. Eszerint az LM szakasz felez6 mer6legese atmegy D-n is, E-n is, vagyis
D, E és LM felez6pontja egy egyenesen van a feladat allitdsanak megfelelGen.

Megjegyzés. Miutan belattuk, hogy B, K, D és M, tovabba C, K, E és L egy koron van, befejezhetjiik a bizonyitéast
igy is: A BD-re D-ben, a BK-ra K-ban és a BM-re M-ben emelt meréleges egy ponton megy &at, a k; kor B-
vel atellenes pontjan. Ez a pont azonban a haromszogbe irt kér O kozéppontja, mert a K-ban és az M-ben emelt
merdleges ennek a kornek a sugara ( 3. dbra).

Hasonléan a CE-re E-ben, a CK-ra K-ban és a C'L-re L-ben emelt merdéleges a ko kor C-vel szemben fekvs pontjan
megy keresztiil, ami ismét O. Az LM hur F felez6pontjaban emelt merdleges ugyancsak atmegy O-n. Mivel BD és
CFE parhuzamos LM-mel, igy D, E és F' egy egyenesen van.

III. megoldas. Feltessziik, hogy AB < AC. Jeldljiik a CE és AB egyenes metszéspontjat C’-vel, DE és LM
metszéspontjat F-fel, BD és MK metszéspontjat G-vel (4.dbra). Azt kell megmutatnunk, hogy F az LM szakasz
felezGpontja.

Menelaos tételét hasznaljuk fel. A DE egyenes nem megy at a K LM haromszog egyik csicsén sem, igy az emlitett

tétel szerint
ME-KD-LF

EK -DL-FM
Itt, tetszés szerint rogzitve az egyes egyeneseken egy irdnyitast, a szakaszok elGjelesen értendék. Azt mutatjuk meg,
hogy

—1.

(1) ME - -KD _ 1
EK-DL

DG és M L parhuzamos, igy a parhuzamos szelGk tétele szerint
KD _KG
DL GM’

igy (1) bal oldala helyett

@) MFE - KG

EK-GM

irhat6. GB és EC’ parhuzamos, tehat az EMC’ szog széraira alkalmazva a parhuzamos szelSk tételét
ME  MC'
GM BM "’

A CKFE és a BKG haromszog hasonlo, mert megfelels szogeik egyenlSk. Miutan az A-bol, a B-bdl és a C-bsl az ABC
haromszogbe irt kérhdz huzott érinték egyenlsk, tovabba MC' = LC, mert egyenld szakaszok kiilonbségei, igy

KG KB MB MB

EFEK CK LC MC"



Az elGjel is helyes, mert az elsé aranyban és az utolsoban is egyiranyu szakaszok szerepelnek. Mindezek alapjin

ME-KD ME-KG MC'-MB
EK-DL  EK-GM BM-MC'

= —17

amit allitottunk.
3. Legyen n adott pozitiv egész szam. Hatdrozzuk meg a valds szdmokon értelmezett

fl@)=a™ +22"1 + 322+ + (2n+1—k)z" + -+ 2nz +2n + 1

polinom minimumdt.
I. megoldas. A polinom igy alakithat6 at:

(:E"+:E"_1)2+2(;v"_1+x"_2)2+---+(n—k)(xk+l +xk)2+---+n(;v+1)2+n+1=
=(@+1)? (@ 2422+ (n—k)2? + o+ (n—D2? +n) +n+ 1.

Az elsG alakban z2**1 csak a kiirt tagbol keletkezik, egyiitthatoja 2(n—k); 2% pedig a kiirt tagbol és az azt kovetGbol

adodik, ha k > 1, egyiitthatoja tehat n —k+n+1—k = 2n + 1 — 2k. Végiil a konstans tagn+n+1 = 2n + 1.
Valoban az f polinomot irtuk tehat 4t mas alakra. A mésodik atalakitas helyessége nyilvanvalo.
A nyert alakbol lathato, hogy f(—1) = n+ 1, és mas helyen f értéke ennél nagyobb. A keresett minimum tehat
n+ 1 és ezt a —1 helyen veszi fel a polinom.
II. megoldas. Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy a polinom értéke a —1 helyen n + 1, masutt ennél nagyobb.
Jeloljiik a polinomot f,-nel.
@) =2*+224+3=(z+1)*+2>2,

amibél vilagos, hogy n = 1-re helyes az allitéas.
Tegyiik fel, hogy n-nek egy k — 1 értékére igaz az éllitds. A nyilvanvalo
fe(@) = fr_1(2)2® +2kx + 2k +1 = (fr_1(z) —k)2® + k(z +1)2 +k+ 1

alakbol azt kapjuk, hogy fir(—1) = k+ 1, és minden maés helyen a jobb oldal masodik tagja, tovabba a feltevés szerint
az elsG is pozitiv.

Az allitas helyessége tehat 6roklgdik k& — 1-r6l k-ra. Igy minden n-re igaz az allitas.

Megjegyzés. Végezhetjlik az indukcios bizonyitast az

fa(@) = faci(@) + 27" + 222" 42 (2* 242 4 1) =
_ fn—l(x) L1+ x2n —142 ((x2n—1 4 .%'2"_2) 4 (x2n—3 4 .%'2"_4) Lt ((E 4 1)) _
=foc1(@) +14+@+1) (2 -1 +2) (@2 +2® 4+ +a2? +1) =
fac1(@) + 14+ (@+1)2 (@ 2+ 2>+ 427 +1)

atalakitas alapjan is.

II1. megoldas. Megoldhatjuk a feladatot differencidlhanyados segitségével is. Vilagos, hogy nemnegativ = értékekre
a polinom pozitiv, és = novekedtével ns. Negativ = értékekre egy més alakban irjuk a polinomot.

2n+42 _
xf(x)_f(w):x2n+1+x2n+w2n71+,,,+x_2n_1: Iil _(2n+2)
T —
Innen pedig
f(z) 2?2 — (2n+ 2)z +2n+ 1
xTr) =
(z — 1)
1
A derivéltat mint a szamlalo és az W fiiggvény szorzataét hatarozzuk meg:
T —
() (2n +2)2?" ! — 2n+2) 2222 — (2n+2)x+2n+ 1
x) = — _
(z —1)? (z — 1)
_2n (3:2"+2 - 1) —(2n+2) (x2”+1 - 3:) B
N (x—1)3 N
(z—1)?
Itt negativ x-re a szamlal6 mind a két tagja és a nevezd is pozitiv, az x + 1 tényezd pedig a —1 helyen negativboél
pozitivba megy at. A fiiggvény tehat minimumat az © = —1 helyen veszi fel. A minimum értéke (pl. az f(x) utolsd

alakjabol szamolva) n+1.

Suranyi Janos



