Forgasi egyenlet — tetszGleges tengelyr
Bevezetés

A merev testek forgémozgasaval kapcsolatos nehezebb probléméak, versenyfeladatok tobbségében sikbeli mozgést
vizsgalunkE Altaldban ugy jarunk el, hogy a tomegkézéppontra vonatkozo tételeket irjuk fel, illetve figyelembe vessziik
a kényszerfeltételeket:

(1) Fk s =m-drx, My =Opk -8, + kényszerfeltételi egyenletek.

Sokszor a forgasi egyenletet masfajta tengelyekre is alkalmazzék, ennek jogossaga azonban egyaltaldn nem magatoél
értet6d6. Ezen megoldéasok egységes elvi alapjat keresve jutottam el a tetszéleges tengelyre érvényes forgési egyenlethez,
melynek segitségével a forgastengely éppen olyan szabadon valaszthatd, mint a statikiban". Ebbol az egyenletbdl az is
kovetkezik, hogy nem altaldnos érvényd az a kozismert tétel, miszerint a pillanatnyi forgastengelyekre mindig felirhatjuk
az

(2) M=6-8

egyenletet, ahol M a kiils6 er¢k forgatonyomatéka a pillanatnyi forgastengelyrda, O pedig ugyanezen tengelyre vett
tehetetlenségi nyomaték! 23491,

Cafolat és a helyes tétel

A hibas (2) ,tételnek” az elemzése elvezet benniinket a cimbeli egyenlethez. A (2) egyenlet alkalmazhatoségat
azzal szoktdk indokolni, hogy a pillanatnyi forgastengely koriili sikmozgas egy rovid ideig rogzitett tengely koriili
forgasként kezelhet6. A hiba az, hogy ez a helyettesités altalanos esetben csak a sebességeket adja vissza helyesen, a
gyorsulasokat nem! Gondoljuk csak meg, a ,test” pillanatnyi forgastengelyre esé pontjzﬂ altalaban gyorsul, a rogzitett
tengelyen fekvs pont pedig nyilvan nem. (Onnan is latszik a (2) egyenlet ,,gyants” volta, hogy egy olyan feltételre — a
forgastengely pillanatnyi sebességének hidnyara — hivatkozik, amely teljesiilése, vagy nem teljesiilése fligg a megfigyels
abszolut sebességétsl. Ha az egyik megfigyel6 az A pontot éppen nyugvonak latja, a hozzd képest egyenesvonali,
egyenletes mozgast végzd masik megfigyels szerint ugyanezen pont nincs nyugalomban. Node Galilei 6ta tudjuk, hogy
a mechanika torvényei a kiilénboz6 inercia-rendszerekben ugyanigy néznek ki, alakjuk megegyezik. Ez a Galilei-féle
relativitas-elv.)

1. dbra

Példaként tekintsiik egy r sugart karika cstszasmentes gordiilését vizszintes sikon! Ha a mozgas szogsebessége w,
az A pont gyorsuldsa aa = r - w? nagysagi, az O geometriai kozéppont felé iranyulé vektor (1. dbra). Ez kbzvetleniil
adodik, ha a tiszta gordiilést két mozgas (O-val valé haladd mozgas és O koriili forgas) szuperpoziciojaként allitjuk
elsf A rogzitett tengelyd forgésra érvényes alapegyenlet bizonyitasa kihasznalja[G], hogy a rogzitett tengelyre esé pont
zérus gyorsulasi. Példankbol kitetszik, hogy ez a feltétel a pillanatnyi forgastengelyre nem minden esetben teljesiil.
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2. dbra

LAz 1992. decemberi Téli Ifjusagi Fizikai Ankéton elhangzott eldadas roviditett valtozata.

2 A mozgéas sikjara merdleges forgastengelyeket az abrakon egy-egy ponttal fogjuk jeldlni.

3A pillanatnyi forgastengely a test zérus sebességi pontjan atmend tengelyt jelenti. Altalaban érdemes a testhez rogzitett, vele egyiitt
mozgb sik egészét vizsgilni, hiszen nem biztos, hogy a zérus sebességl pont a testre esik. A tovabbiakban a ,testen” ezt az egész sikot
értjik.

4A tovabbiakban A-val jellsm ezt a pontot.

5 A merev test barmely pontjara érvényes, hogy a halad6 mozgasbol és forgasbol adédé gyorsuldsok vektori Osszege a nyugvo rendszerbeli
gyorsulast adja.



Folytassuk az elemzést ugy, hogy képzeletben beiiliink egy gyorsul6 koordinatarendszerbe! Valamely id6pillanatban
megjeloljik a test A pontjat, s ha vele egyiitt mozgunk, rogzitett forgastengelyld mozgast latunk. Ennek a forgasnak
a szoggyorsulasa ugyanakkora, mint az inercia-rendszerbeli szoggyorsulas, ha a koordinata-tengelyek nem fordulnak el
az eredeti rendszer tengelyeihez képest (2. dbra). Igy tehat, ha a kiilsé (valodi, mas testekkel valo kblcsénhatasbol szar-
maz0) er6k forgatonyomatékahoz hozzaadjuk a tehetetlenségi erék forgatényomatéké,tm, a pillanatnyi forgastengelyre
vonatkozd helyes forgasi egyenletet kell kapjuk.

Gondolatmenetiinkben sehol nem hasznaltuk ki, hogy A zérus sebességi, igy a ,,test” tetszéleges P pontjan atmend
tengelyre fennall az aldbbi forgasi egyenlet:

(3) M} + M§" T = 0p - 3,

ahol Mﬁ a kiils6 erck forgatonyomatéka, M }(;map 1Ky tomegkozéppontban haté (—map)rk tehetetlenségi erének a
forgatonyomatéka a tetszélegesen valasztott tengelyre, © p pedig ugyanezen tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyo-
maték. (Természetesen dp a P pont gyorsulasvektora, m a test tOmege, 5 pedig a széggyorsulasa.)

Mivel a gyorsulé koordinata-rendszerekkel valé szamolas szabalyait nem mindenki ismeri, érdemes egy inercia-
rendszerbeli bizonyitasra is utalni. Induljunk ki a tomegkdzépponti tengelyre felirt forgési egyenletbél:

(4) Mfy = Ork - .

Adjunk hozza mindkét oldalhoz md?(-t, ahol d a tetszélegesen valasztott tengely és a tomegkozépponti tengely tavol-
saga. Igy

(5) Mk +md?s=0p -8

adodik, ahol felhasznéltuk a Steiner-tételt® is. Ha most a forgatonyomatékot atszamitjuk a tetszélegesen valasztott
tengelyre, tovabba a tomegkozéppont gyorsulasat kifejezziik a P pont gyorsulasaval, éppen a (3) egyenletet kapjuk.

Diszkusszio

Vizsgaljuk meg, milyen esetekben kapunk helyes eredményt, ha (3)-ban csak a kiils6 erck forgatényomatékéaval
szamolunk, a tehetetlenségi er6k nyomatékarol pedig megfeledkeziink.

a) P = TK, vagyis a forgastengely atmegy a tomegkozépponton. A tehetetlenségi eréknek ilyenkor nyilvan nincs
forgatonyomatéka P-re; megkaptuk a tomegkdzépponti tengelyre érvényes forgasi egyenletet.

b) dp = 0; tobb megoldas ilyen tengelyt hasznal, ezért adodik helyes eredmény[g’lo].

c¢) A tomegk6zéppont az dp egyenesére esik('h12, Homogén henger cstiszas-mentes gordiilésére ez a feltétel teljesiil,
ezért alkalmazhato a (2) tétel ezekre a problémakra i

Alkalmazas

Az aldbbiakban egy olyan probléméat fogunk megoldani, amelyre az (1) és (2) modszer kiilonb6z6 eredményt ad, a
(3) egyenlet célszeri alkalmazasa pedig jelentGsen leegyszertisiti a sziikséges szamolast.

3. dbra

A probléma a kovetkezs: Egy m tomegt, r sugart karikihoz egy szintén m tomegt, pontszertinek tekinthets testet
ergsitiink. A rendszer vizszintes sikon cstiszdsmentesen gordiil, s amikor a pontszeri test egy magassagban van az O
geometriai kozépponttal, a szogsebesség adott w nagysagu (3. dbra). A kérdés: Mekkora a rendszer szoggyorsulasa?

Az (1) modszerrel a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk (4. és 5. dbra):

(6a) Fy,=2m-al¥, (6d) oTK — aq — gw2,
(Gb) 2mg - Fny =2m- az;K, (66) az;K = g . ﬁ7

r 3
(60) Fny'E_FS'TzimTQ'B, (Gf) aO:T'ﬁ-

6Ezt az esetet targyalja a Merev testek sikmozgdsa cimi fakultacios flizet, de az ott talalhatd bizonyitas hibas['3],



Az egyenletrendszer megoldésa:

(7) B

A(2) egyenletet a jelen problémara alkalmazva (4. dbra):

(8) 2-mg- g = 4mr?p,
ahonnan

-9
) p=2.

Termeészetesen a meglehetSsen hosszadalmas, de biztosan érvényes (1) modszerrel kapott (7) kifejezés a helyes eredmeény,
igy a (2) "tételnek” egy ellenpéldéaval valo cafolatat kaptuk.

7. dbra



A (3) modszer esetén — P-t az A pontba valasztva — egyetlen egyenlet megadja a helyes szoggyorsulast (6. és 1.
dbra):

(10) 2mg - g +2mrw? - = = 4mr? - B,

N3

Ha a P pontnak az O pontot vélasztjuk, akkor elegendd lenne csupéan a kiilsé erék forgatonyomatékaval szamolnunk
(lasd a diszkusszi6 c) pontjat). Ez azonban nem tal hasznos valasztas, hiszen a tapadasi strlodasi er6t nem ismerjiik

(s ennek a kiils6 erének van forgatonyomatéka az O pontra).

A (3) egyenlet hasznossagat egy masik példan is bemutathatjukm: Egy m tomegii, inhomogén henger vizszintes
sikon valo cstuszasmentes ,,rezgéseét” vizsgaljuk (7. dbra). Az abran lathato helyzetben a szégfordulas a kozéphelyzethez
képest a, a szogsebesség pedig w. Vajon mekkora a henger szdggyorsulasa?

)

IB.

8. dbra
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10. abra

A megoldast most is egyetlen egyenletbdl kaphatjuk, ha a P = A vélasztassal éliink:
(11) 04 - B = (mg +mrw?) - tsin .

(Erdemes kiszamolni a témegktzépponti modszerrel is a szoggyorsulast. )

(ome valik o1 a feltll)

11. dbra

7A probléma megoldésa elészor hibasan jelent meg[14], majd ismételten kittiztek['9] (A feladat eredeti szbvege a rezgésid6t kérdezte.)
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12. dbra
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13. dbra

A (11) egyenlet jol hasznalhato az 1992. évi Eo6tvos verseny I. feladatanal is, melynek az (1) modszerrel torténs
megoldasa a K6MaL mult havi szaméban olvashat6!'%). Vegiil abréak segitségével (8-13.dbra) bemutatunk még néhany
tanulsagos feladatoiﬁ, (a problémak teljes szovege az irodalomjegyzék alapjan kikereshetd). Kérdésem az Olvasohoz: a
megjelolt tengelyek esetén elegendd-e csupan a kiilsé erék forgatonyomatékaval szamolni? Ha igen, akkor a diszkusszi-
oban felsorolt pontok koziil melyik indokolja ezt az egyszertsitést? [A helyes valaszok: B — igen, a b) pont miatt; C —
nem; D —igen, b); E —igen, c¢); F —igen, ¢); G —igen, b); H — nem; I —igen, c); J —igen, b).] Az indoklassal 6nall6an
probalkozzon az Olvasé! Remélem, hogy moédszerem — amely a tomegkdzépponti tengelyre vonatkozohoz hasonldéan
univerzalis érvényi — attekinthet6bbé teszi a merev testek sikmozgasanak targyalasét, tisztaz bizonyos elvi kérdéseket,
és olykor a gyakorlatban is egyszertibbé teszi a szadmitasokat.
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