Megoldasvazlatok és eredmények az aprilisi szam mérdlapjahoz

1.a. A négyzetgyokvonds miatt 4 — 22 > 0, azaz —2 < z < 2, egyuttal a baloldalon 4llo v/4 — 22 kifejezés sem
lehet negativ. Ha = —1 vagy x = —2 vagy x = 2, akkor a bal oldal 0. A szorzat pontosan akkor negativ, ha tényezsi
ellentétes elGjeliek: = + 1 < 0, ha x < —1. Osszefoglalva: © € [-2, —1] U {2}.
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b. A cosz = cos 5 1 trigonometrikus azonossag és a ctg2g = 3 egyenl6ség felhasznalasaval:

COSzg—Cosg —22>20,
amely akkor és csak akkor igaz, ha cos z < —1 vagy cosg > 2. Ez utobbi nem lehetséges. Az elsd relacidoban csak az
egyenlGség teljesiilhet, igy z = (2k+ 1)m, k € Z.
sin (19937 0
c. Mivel V5 ( - V6 =1 és log% 16 = -8, a 3e° = > 9 egyenlGtlenség egyenértékd az eredetivel.
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Tekintve, hogy a 3-as alapu exponencidlis fiiggvény szigortian monoton névekvs, ebbél 22 — z > 2 kivetkezik, ahonnan
r < —1vagy z > 2.
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2. Hasznaljuk az 1. dbra jeloléseit! A vizsgalt alakzat az OAC és OBD korcikk, valamint az ODC' haromszog. Ez
utobbi egyenld szart és OCD< = ODC< = 30° és COD< = 120°. A két korcikkben a kdzépponti szogek Gsszege 60°,
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3. A szamtani sorozat elsé harom eleme a; = ¢ — d, ap = = és a3 = = + d, ahol d # 0. A feltételek szerint
g1 = aras = (x — d)z, g2 = asaz = x(x + d) és g3 = aza1 = (z + d)(z — d) egy mértani sorozat tagjai, ami pontosan
akkor teljesiil, ha

g5 = g1g3, azaz [z(x+d)]* = (z —d)*z(z +d).

A mivelet elvégzése utan 3zd = d?, mivel d # 0.

3 —d =04 d= 3z, ekkor a; = —2x, ay = x és ag = 4z, valamint ¢, = —222, go = 422 és g3 = —822, amibdl,
mivel d, és igy x is 0-t6l kiilénb6z6, a keresett hanyados ¢ = —2.

4. ElGszor vegyiik észre, hogy az AP = PB miatt p € fap. Ezt a szakaszfelez6 merdlegest az AB szakasz F
felezGpontja és a C' pont két félegyenesre és egy szakaszra bontja. Vizsgaljuk meg, ezek melyikén helyezkedhet el a P
pont (2. dbra).
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i) Ha P; a CF szakasz C-n tuli meghosszabitasan van, akkor a Py AF derékszogi haromszogben Pitagorasz tétele
szerint AF> +FP12 = AP12, vagyis 2 + (x\/§+ 2\/5)2 = 52, amelynek pozitiv gyoke z = 2, s igy a haromszog teriiletére
at = x2v3 = 43 értéket kapjuk.

ii) Ha P» a C'F szakasz bels6 pontja, akkor 2+ (x\/§ — 2\/5)2 = 52, ebbdl x = 5, a haromszog teriiletére ¢t = 25v/3
adodik.

iii) Amennyiben P3; a CF-nek F-en tuli meghosszabitasan van —F-et is beleértve —, Ggy az AP;C haromszégben az
AP; = 2V/13 nagysagu oldallal szemben 30°-0s szog, mig a nala kisebb CPs; = 2V/3 szakasszal szemben egy legalabb
60°-0s szog talalhato, ez pedig nem lehetséges.

A feladat feltételeinek tehat két haromszog felel meg, teriileteik 4v/3, illetve 25v/3 egység.

5. Az els6 egyenes egyenletét atrendezve: y = —x + 6, azaz a két egyenes parhuzamos. Az A(0; —4) és a D(0;6)

csucspontok is azonnal meghatarozhatok. Ezek a négyszog szomszédos csucsai, AD = 10 egység, DT = 8 a beirhat6
kor atmérdje, azaz r = 4. A beirt kor K kozéppontja a (4;4) pont lesz (3. dbra).
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A feladat feltételei szerint a vizsgalt négyszog rombusz vagy szimmetrikus trapéz lehet. Az els6 esetben negyedik
oldalanak egyenlete 2 = 8, hianyzo6 csucsai: By(8;2) és C1(8;12).

Szimmetrikus trapéz esetén az AD oldal F(0;1) felez6pontjanak a kor K (4;4) kozéppontjara vonatkozo G(8;7)
tiikorképe lesz a BoCy szér felezGpontja, s ettdl az illetd szar felével egyenls tavolsagban — 5 egységnyire — keresendgk
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az alapokon a hidnyzo6 csiicsok: Ba ( ) és Cs ( )

55 55
6. A sin2z = 2sinz cosz és a cos 2z = 2cos’ & — 1 azonossagok alkalmazasaval
(1) (2cosz — 1)(sinz —p) =0
és
(2) (4cosx —p)(cosz —p) = 0.
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Lathat6, hogy a paramétertsl fiiggetleniil 1-nek a cosz = B megoldasa, ezt a (2) egyenletbe helyettesitve a (2 —
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D) 3~ p | = 0 egyenletet kapjuk. Ez pontosan akkor teljesiil, ha p = 2 vagy p = 3

i) p =2 esetén az (1) egyenletnek a mar emlitetteken kiviil tovabbi megoldéasa nincs.

ii) Ha p = 3 akkor (1)-bél sinx = 3 miatt példaul z = Tis lehetséges megoldas, 4m ez az érték nem tesz eleget
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a (2) egyenletnek, hiszen 4% ~5 g B > 0. Azaz ekvivalencia csak p = 2 esetén &ll fenn.

7. A vizsgalt testnek a — kup tengelyére illeszked és az alaplapjaira meréleges — sikmetszetébdl a CT B derékszogi
haromszogben CT = 20, TB = R — r és CB = R + r, igy Pitagorasz tétele alapjan o® = rR.
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4.3
Veomy =3 LA = 20" = 2rht = , ekkor pedig mivel r pozitiv szam,
Vkap  2ZE(r2+rR+R?) r?+rR+R* r?+rR+ R 414 & R

T

R 2
és reciproka (—) , Osszegiik legalabb 2, a tort nevezGje legalabb 3, vagyis a tort értéke legfeljebb 3 Egyenlgség akkor
r

2
és csak akkor &ll fenn, ha % = 1, vagyis a csonakkip henger. ,Valodi” kdp esetén a kérdéses arény g—nal kisebb, de
% 2
béarmely € > 0 mellett van olyan arany, amelyre Vg > 3¢
k

8. A masodik egyenlet a kovetkez6 alakban irhatoé:
—sin?(7 z) = sin?(7 y).

Tekintve, hogy a bal oldalon nem pozitiv, a jobb oldalon pedig nem negativ szam all, az egyenl&ség csak abban az
esetben allhat fenn, ha mindkét kifejezés értéke 0.

Igy sin2(7r x) =0 és sin? (rm y) = 0 miatt = és y egyarant egész szamok kell legyenek, vagyis az els6 egyenletet az
egész szamparok korében kell megoldanunk. Atalakitva

2(z + )l + (2 - 2)* =38,
de 8 két négyzetszam Oszegeként csupan a 4 + 4 alakban allithato el , ezért
Rz+y)P=4 & (x-2)°=4

A maésodik Osszefiiggés x = 0 vagy x = 4 esetén igaz, majd az z-re kapott értékek segitségével az elsé egyenletbdl
y lehetséges értékei is adodnak. A feltételeknek eleget tevs szamparok tehat (0;—1), (0;1), (4;—5) vagy (4;—3).
Ellen6rzéssel meggy6z6dhetiink arrdl, hogy a felsoroltak valoban megoldéasok.



