Az 1992-93 tanévi Orszagos Ko6zépiskolai
Tanulmanyi Verseny matematika feladatai

Elsé (iskolai) fordulé
I. kategoria

1. Egy haromjegyt természetes szam szamjegyeivel kétféleképpen képeztiink egy-egy 1j haromjegyi szamot. El§szor
az els6 szamjegyet az eredeti szadm harmadik szamjegye mogé irtuk, masodszor pedig az eredeti szamban felcseréltiik
az els6 és a harmadik szamjegyet. Az els6 esetben az eredeti szamnél 225-tel, masodszor pedig 495-tel kisebb szamot
kaptunk. Mi lehetett az eredeti (tizes szamrendszerbeli) szam?

2. Hatarozzuk meg k értékét, ha a, b pozitiv valés szamok, a # 1 és b # 1, valamint
k% 4 log? b+ logi a = 4log, b — 2klog, a — 4

teljesiil!

3. Egy a oldalhosszusagu négyzet egyik csticsa A. Az AB oldal A-tél p tavolsagra 1évé pontja P (p < a/2). P-bol
érint6t hizunk a négyzet beirt koréhez. Ez az érint§ A-t6l milyen tavolsadgra metszi az AD oldalt?

4. Legyen A = n® —5n® +4n 4+ 1, ahol n természetes szam. Igazoljuk, hogy barmely n esetén az A szam ugyanarra
a szamjegyre végzodik!

5. Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog oldalhossztusagai akkor és csak akkor alkotnak szdmtani sorozatot, ha a ha-
romszognek van olyan magassagvonala, amelynek a haromszogbe es6 szakasza haromszor akkora, mint a haromszogbe
irhat6 kor sugara!

6. Tekintsiik azokat a haromszogeket, amelyekben o = 120°. Ezek koziil melyekben a legnagyobb a masik két szog
(B és 7) tangensének a szorzata? Hatarozzuk meg a szorzat maximumat!

II. kategoria

1. Hany éves lesz 1992 Szilveszter napjan az a XX. szazadban sziiletett ember, akinek sziiletési évszama harom
kobszam Osszege, és ugyanakkor egy 1-nél nagyobb kdbszam t6bbszorose?

2. Az ABCD téglalap AB oldalanak felez6pontja Iy, az AD oldalé Fs. Milyen aranyban osztjak egymast a DF}
és C'Fy szakaszok?

3. Jeloljiik P-vel az ABC hegyesszogi haromszog A csicsanak a haromszog koré irt kor O kézéppontjara vonatkozd
tiikorképét. A kor P pontbeli érintGje az AB oldalegyenest X-ben, az AC oldalegyenest Y-ban metszi. Bizonyitsuk
be, hogy a B, C, Y, X pontok egy korén vannak!

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy koordinata-rendszerben barmely P(z;y) ponthoz a P'(x —y+1; x +y — 1) pontot
rendeljiik hozza, akkor ez a transzformaéacié hasonlosag.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha x és y 1-nél nagyobb valés szamok, akkor

Milyen esetben teljesiil az egyenlség?
III. Kategoria

1. Adjuk meg az Osszes olyan t > 1 egészet és k > 0 pdratlan szamot, amelyre 1842k 13k 1 4+ ¢* primszam.

2. Adott a térben négy nem egy sikban fekvs pont. Hany olyan sik van, amelytél mind a négy pont egyenld tévol
van?

3. Mely p primszamok esetén lesz (2P~ — 1)/p négyzetszam?

4. Tegyiik fel, hogy egy konvex nyolcszégben minden szog egyenls, és barmely két oldal hosszanak ardnya racionalis
szam. Mutassuk meg, hogy a nyolcszog kdzéppontosan szimmetrikus.

5. Az asztalra kiteszilink paratlan szami, de 1-nél tobb gyufaszalat. Ketten felvaltva vesznek el ebbdl gyufakat azzal
a megkotéssel, hogy minden egyes lépésben legaldbb egy gyufat el kell venni, és sohasem szabad egyszerre az eredeti
gyufaszam felénél tobbet elvenni. Amikor elfogynak a gyufék, akkor megszamoljuk, kihez hany gyufaszal keriilt. A
jatékot az nyeri, akinél ekkor paros sok gyufa van. Melyik jatékosnak van nyeré stratégiaja?

A verseny masodik forduléjanak feladatai

LAz OKTV-n a kézépiskolak IIL— IV. osztalyos tanuloit harom kategoriaba soroljak:
1. kategoéria: a szakkozépiskolak tanuloi;
II. kategoria: a gimnéaziumi tanulok, kivéve azokat, akik a matematikat specialis tanterv szerint tanuljak;
I11. kategoria: a gimnéziumok specialis matematika osztalyainak tanuldi.



I. kategoria

1. Az a valos paraméter mely értékei mellett van a
VT —+vz—a=2

egyenletnek megoldasa a valos szamok halmazan?

2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
2 cos 22 + cos 62 + cos 10z = 2 cos® x — 1.

3. Egy egységsugaru korbe négyzetet irunk, amelynek a cstcsai az A, B, C, D pontok. A kor kisebbik AB ivén ugy
vesziink fel egy F pontot, hogy az AEB haromszog teriilete a négyzet teriiletének 1/10-e legyen.
Hatarozzuk meg az EAB sz6g tangensének a pontos értékét!

4. Oldjuk meg az egész szdmok halmazan a kovetkezd egyenletrendszert:

r+y+z=3
23+ P+ 23 =3.

5. A k korvonalat az AB huar két korivre osztja. Az egyik iven adott 12 pont: Py, Py, Ps, ..., Pio Ggy, hogy P az
A és Py koz6tt, Py a Py és Ps kozoOtt, és igy tovabb, Pio a P11 és B kozott van.

A masik iven hatérozzuk meg azt a P pontot, amelyre a PP P, PP,P;, PPsP,, ..., PPi; P15 haromszogek
teriiletének Osszege maximalis! Hogyan szerkeszthetnénk meg a feltételeknek megfelelé P pontot?

IL. kategoria
1. Oldjuk meg a valds szamok halmazéan a kovetkezd egyenletet:

8% 427" 7

12¢ 418 6
2. Héany olyan 1993-nél kisebb pozitiv egész n szam van, amelyre
1™ + 2™ 4 3™ + 4" oszthat6 30-cal?
3. Tekintsiik a k korbe irt olyan haromszdgeket, amelyeknek egyik csticsa a kor egy rogzitett C' pontja, a C-vel

szemkozti oldal pedig allandé c¢ hosszisagu; ¢ kisebb k& atmérdjénél.
Hatarozzuk meg az Osszes ilyen haromsz6g magassagpontjanak a halmazat (mértani helyét)!

4. Egy osztaly tanuldi egymas utan kimennek a tablahoz; az els6 rair az iires tablara egy 2-est; a tdblahoz érkez6
minden tovabbi tanul6 6sszeadja a tablan lévs szamok négyzetét, ehhez hozzdadja a tablan 1év6 szdmok szamat, és
ezt az Osszeget felirja a tablara (a tablan tehat rendre a 2,5,31,993, ... szamok jelennek meg).

Bizonyitsuk be, hogy a tablara nem keriil négyzetszam.

III. kategoria
Donté

1. A természetes szamok mindegyikét kiszinezziik 1993 szin valamelyikével tgy, hogy mindegyik szin végtelen
sokszor el6forduljon. Igaz-e, hogy barmely ilyen szinezés esetén keletkezik olyan haromtagi szamtani sorozat, amelynek
mind a harom tagja kiilénb6z6 szint?

2. Tegyiik fel, hogy egy korben két egyenld hosszisagi har, amelyek egyik végpontja kozos, a szdget zar be
egyméssal. Van-e a-nak olyan értéke, hogy a korben egynél tobb olyan hur létezik, amelyet az adott hurok harom
egyenld részre osztanak?

3. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész felirhaté olyan pozitiv egészek Gsszegeként, amelyek egyikének sincs
3-nal nagyobb primosztoja, és egyik tag sem osztoja valamelyik mésiknak. (A tagok szaméra nincs megkotés, az
Legytagu osszeg” is megengedett.)

A verseny harmadik forduléjanak feladatai
I. kategoéria
Do6nto

1. Oldja meg az



egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

2. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, p, q, r, s pozitiv egész szamok,

ésqr—sp=1,

ésp/q<a/b<r/s,
akkor

b>s+gq.

Adjon meg hat olyan pozitiv egész szamot, amelyek a feladat feltételeit kielégitik!

3. Egy 2 egység oldala szabalyos haromszoget a silypontjan athalad6 egyenessel két részre osztunk. Milyen két
érték kozott valtozik a részek teriiletének az aranya?

IL. kategoria
Do6nto

1. Jelentsen p pozitiv szamot. Hatdrozzuk meg adott p esetén azt a legnagyobb C' valés szamot, amely mellett az
22 4+ 9% + pry > C(z + y)?

egyenl6tlenség minden nemnegativ x, y értékparra teljestl.

2. Egy haromszog belsejében helyezziink el harom olyan kort, amelyek érintik a haromszog két-két oldalat, tovabba
kiviilr6l érintik a haromszog beirt korét. Bizonyitsuk be, hogy a harom kis kor sugaradnak az Gsszege nem kisebb a
beirt kor sugaranal. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a feladat tetraéderre vonatkozé altalanositésat, amelyben a
beirt koroknek a tetraéder lapjait érint6 gombok felelnek meg.

3. n szamau jatékos (n > 2) a kovetkezs szabaly szerint jatszik: minden jatszméban egy vesztes van, aki pedig
veszit, az megduplazza a tobbiek pénzét. A jaték kezdetekor — forintban kifejezve — mindenkinek pozitiv egész értéki
pénze volt, és ezeknek az sszege a jaték folyaman nem valtozott meg. Osszesen n jatszmat jatszottak, és mindegyik
jatékos pontosan egyszer veszitett. Az n-edik jatszma befejezése utan minden jatékosnak ¢ forintja volt.

Bizonyitsuk be, hogy ¢ > 2".

Adjunk példat arra, hogy az egyes jatékosok mekkora pénzosszeggel rendelkezhettek a jaték kezdetén.



