Kezdjiik egy feladattal. Egy varos autdébuszhélézatat kell megtervezni a kovetkezd feltételekkel:

a) minden megéllobol minden megalloba atszallas nélkil el lehessen jutni;

b) barmely két (kiilonb6z6) autdébuszvonalnak pontosan egy kozos megalldja legyen;

¢) minden autébuszvonalon 3 megall6 legyen;
)

d) a varosban legalabb 4 megall6 legyen.

Meg lehet-e tervezni ezt az autobuszhélézatot?

Jeloljiik a megéllokat nagybetiikkel: A, B, C, ..., a vonalakat pozitiv egész szamokkal: 1, 2, 3, .... Ekkor — némi
toprengés utdn — példaul a kovetkezd tablazatot allithatjuk Ossze:
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A tablazatban pontok jelzik, hogy a megfelels autobuszvonalon milyen megallok vannak. Az autdbuszvonalakrol
az dbran lathato vazlatos térképet rajzolhatjuk meg.

Kézenfekvs hasonlatnak tiinik azt mondani, hogy itt egyfajta ,,geometriat” konstrualtunk. A megallok a ,,pontok”,
az autobuszvonalak az ,,egyenesek”. Ezen a ,,sikon” Osszesen 7 ,,pont” és 7 ,egyenes” van. Az igy megadott ,,pontokbol”
és egyenesekbdl” 4ll6 rendszert véges projektiv siknak nevezik.

Itt 3-adrendd véges projektiv sikot konstrualtunk meg. Igazolhato, hogy ha adott n-hez (az egy egyenesen lévs
pontok szaméhoz) van a feltételeket kielégits véges projektiv sik, akkor ezen a pontok szama is és az egyenesek szama
is n(n — 1) 4+ 1. Azt sejtik, hogy olyan n-ekre van véges n-edrendi projektiv sik, amelyekre n — 1 primhatvany.

Végiil is azt kell kérdezniink, mit értiink azon, hogy pont, egyenes, sik? Erre kétféle valaszt adhatunk. Vagy
bizonyos matematikai objektumokat adunk meg, ezekrél allitjuk, majd igazoljuk, hogy eleget tesznek a megszokott,
ismert tulajdonsagoknak.

Vagy bizonyos alaptulajdonsagokat, osszefiiggéseket — roviden axiomdkat — sorolunk fel, és azt mondjuk, hogy mind-
azokat — a barmiféle objektumokat — pontnak, egyenesnek, siknak nevezziik, amelyek kielégitik a felsorolt axiémakat,
azaz a megadott aziomarendszert.

Vizsgéljuk meg ezt a kérdést egy egyszeriibb példan, a természetes szamok példajan. El6szor megadjuk a természetes
szamok aritmetikdjanak Peano-féle axiéma-rendszerét.

Alapfogalomként hasznaljuk a ,,természetes szam”, a ,0”, a ,,rakovetkezés” (szamlalas) egyvaltozos miiveletet, jeloljiik
x rakovetkezsjét a’-vel.

Hasznéljuk természetesen az =-et, mint logikai fogalmat is.

Az axiomék a kovetkezdk:

P1. A 0 természetes szam.

P2. Ha z természetes szam, akkor 2’ is az.

P3. Ha o’ = o/, akkor = = 4.

P4. Ha z természetes szam, akkor 0 # 2’



P5. (A teljes indukci6 axioméaja.) Ha a O-ra igaz egy T tulajdonsag, és abbol, hogy az x természetes szamra igaz
T, kovetkezik, hogy x'-re is igaz a T', akkor minden természetes szamra igaz a T' tulajdonsag.

szamok szokasos aritmetikajat fel tudjuk beléle épiteni:
P6. z+ 0=z, z+y =(x+y).
P7.z2-0=0, vy =x-y+a.

Azt mondhatjuk ezek alapjan, hogy a természetes szdmok halmazéanak és a rajta értelmezett '; +; - miiveleteknek
neveziink minden olyan halmazt és a halmazon értelmezett miveleteket, amely kielégiti a felsorolt axiémakat, azaz a
Peano-féle axidomarendszert. Egy ilyen halmazt a rajta értelmezett mtveletekkel az axiémarendszer egy modelljének
nevezziik. Lassunk egy példat a Peano axiémarendszer modelljére.

Kiindulunk az iires halmazbol: (), ez legyen a 0. A rakovetkezés miiveletét a kovetkezd modon értelmezziik: 2’ =
r U {x}. Igy példaul

1=0=0U{0} =0U{0} ={0};
2=1"=10{1} = {0} U {{0}} = {0, {0} };
3=2"=20{2} ={0,{0}} U {{0,{0}}} = {0, {0},{0.{0}}} stb.

Nem nehéz igazolni, hogy az igy megadott halmaz — a 0-val és a rakovetkezés miiveletével — eleget tesz a Peano
axiomarendszernek, roviden modellje annak.

Igy tehat arra a kérdésre, hogy mit értiink természetes szamokon, azt a valaszt adhatjuk, — a Peano axiémarendszer
modelljét.

Milyen tulajdonsigokat varunk el egy axiémarendszert&l?

(1) Ellentmonddstalan legyen, azaz ne lehessen bizonyitani (levezetni) az axiémakbol egy éllitast és a tagadasat is.

(2) Teljes (kategorikus) legyen, azaz barmely olyan allitas, amely megfogalmazhaté az axidmarendszerben, el is
donthets, azaz vagy az allitas, vagy a tagadéasa bizonyithato.

(3) Bizonyos tipusu axiémarendszerekkel szemben — mint példaul a természetes szamok aritmetikdjanak axio-
marendszere vagy az elemi geometria axiomarendszere — elvaras volt az is, hogy bizonyos értelemben egyértelmiien
jellemezze a szoban forgd teriiletet. Az axiomarendszer barmely két modellje azonos szerkezeti legyen, algebrai ter-
minolégidval: barmely két modell izomorf legyen. Ezt a tulajdonsigat egy axiémarendszernek dgy hivjak, hogy az
axiomarendszer monomorf.

(4) Bizonyos értelemben ,,gazdasigossagi”, illetve esztétikai kovetelményt jelent az, hogy elvarjuk: az egyes axidmak
fiiggetlenek legyenek a tobbitdl, azaz ne legyenek levezethetSk bel6liik. Ha egy axiomarendszerre ez tejesiil, akkor azt
mondjuk, hogy az axiémarendszer fiiggetlen.

Tekintsiik at roviden azokat a legfontosabb eredményeket, amelyek az axioma-rendszerekkel szemben tamasztott
(1)—(4) kovetelmeényekkel kapcsolatban az utobbi évszazadban sikeriilt bizonyitani.

A legrégibb axiémarendszerekkel kapcsolatos probléma, a geometria Fuklidesz-féle axidmarendszerében a parhu-
zamossagi axioma fliggetlenségének kérdése. Annak bizonyitasa, hogy a parhuzamossigi axioma fliggetlen a tobbi
axiomatol, Bolyai Jdnos korszakalkoté munkassagara tdmaszkodva el6szor az olasz Beltraminak sikeriilt 1868-ban.
Azébta a fliggetlenség kérdése sok mas axiomarendszerben is kérdéses volt, igy példaul a halmazelmélet axiomarend-
szerében. E téren a kozelmultban is (30 éve) lényeges, 1j eredmények sziilettek.

A monomorfizmus kérdésével kapcsolatban még a szdzad huszas éveiben meg-sziiletett a negativ eredmény: a
Léwenheim — Skolem-tétel azt mondja ki, hogy minden , érdekes” axiomarendszernek vannak nem izomorf modelljei.

A teljesség kérdésével kissé részletesebben foglalkozunk. Itt 1930-ban Gédel (akkor) fiatal és (akkor) osztrak ma-
tematikus ért el megleps negativ eredményt. Megmutatta, hogy minden ,elég kifejez6” axiomarendszer — ilyen példdul
az aritmetika Peano féle, vagy a halmazelmélet axiomarendszere — nem teljes.

Godel bizonyitasanak alapgondolatat a Peano axiémarendszer példajan mutatjuk be.

Elszor arra van sziikség, hogy egészen pontosan megfogalmazzuk azt az L, nyelvet, amin az axiémarendszer
axiomait, allitadsait meg lehet fogalmazni.

Sziikség van valtozojelekre (pl.: x1,Z2,...,Zn,...); egy konstans jelre: 0; fiiggvényjelekre: ' egyvéltozos, + és -
kétvaltozos; az = relaciojelre és logikai jelekre: = (nem), A (és), V (vagy), — (ha, ... akkor), <> (akkor és csak akkor),
V (minden), 3 (van olyan). Néhany ,irasjelre”, un. segédjelekre is sziikség van: ( (kezdGzardjel), ) (végzarojel) és ,
(vesszd).

Ezekbdl a jelekbsl — pontosan rogzitett szabalyok alapjan — értelmes jelsorozatokat készithetiink. Részben termé-
szetes szamokat jelolhetnek — ezek a kifejezések, részben allitdsokat jelolhetnek — ezek a formuldk. Kifejezések példaul:
xy; (71 + x2) - w3; formulék példaul: xq = z9, ~(z} = 0); stb.

Elvileg érdekes és a bizonyitas szempontjabol lényeges, hogy ezen a nyelven az aritmetika minden &llitasa megfo-
galmazhato.

Gyakorlasként érdemes az axiémakat megfogalmazni ezen a pontosan koriilhatarolt nyelven.

Miutén a természetes szamokroél szold allitdsokat megfogalmaztuk, azt kell megmondanunk, mikor mondjuk egy
ilyen dllitasrol, hogy igaz. Nyilvan akkor tekintjiik igaznak az allitast, ha az axiémarendszer minden modelljében igaz
az allitas. Ezeket az igaz allitdsokat az axidmarendszer tételeinek nevezziik.



Erdekes és fontos tény, hogy a tételek halmazat mas modon is jellemezhetjitk. Gédel még 1930-ban megmutatta,
hogy megadhats véges sok tipusi olyan logikai alapigazsdg, un. logikai axioma, és néhdny egyszerd levezetési sza-
baly, amelyekre igaz, hogy a logikai axiomdkbol meg a Peano axiomdkbol a levezetési szabdlyok véges sokszor torténd
alkalmazdsdval eldallithato formuldk halmaza megegyezik a tételek halmazdval.

Ezek utan mar attérhetiink Godel nem-teljességi tétele bizonyitdsanak alapgondolatara. Godel egyik alapvetd
otlete az volt, hogy a formulakat, kifejezéseket, levezetéseket természetes szamokka kodolta. Igy az olyan allitasok,
mint ,egy jelsorozat”’, ,axiéma” vagy ,tétel” sth. természetes szamokrol szolé allitasokkd valtak, tehat ezek is az
axiomarendszer egy-egy formuldjaval irhatok le. Igy a rendszer bizonyos formulai kettds jelentéstiek. Egyrészt egy

Ezek alapjan Godelnek egy djabb szép Gtlettel, az Gn. atlos modszerrel sikeriilt olyan ¢ formulat konstruélni,
amelynek a jelentése a kovetkezs:

»A © formula nem bizonyithato.”

Most mar lathato, hogy ez a ¢ allitas nem donthetd el az axidmarendszerben. Hiszen tegyiik fel, hogy ¢ bizonyithato.
Ekkor ¢ igaz, de ez azt jelenti, hogy ¢ nem bizonyithato, tehat ellentmondésra jutottunk.

Tegyiik fel, hogy a —p formula bizonyithato. Ekkor —¢ igaz, tehat ¢ hamis, azaz ¢ bizonyithatd, ami ismét
ellentmondas.

A ¢ formula altal megfogalmazott &llitas tehat nem donthets el az axidbmarendszerben, azaz az axidmarendszer nem
teljes. Természetesen a bizonyitasban fel kell hasznalni azt a feltételt, hogy az axiémarendszer ellentmondasmentes. (A
logika eszkozeivel konnyen belathatd, hogy egy ellentmondéasos axiémarendszerben barmely 4llitas és annak tagadasa
is ,,bizonyithat6”, tehat az axiomarendszer hasznéalhatatlan.)

Godel tételének ismertté valdsa utan hamarosan kideriilt, hogy azokban az axiémarendszerekben, amelyekre a tétel
érvényes, magat az illetd axidémarendszer ellentmondastalansagat is meg lehet fogalmazni, de nem lehet bizonyitani.
Ennek kovetkezményeként adédott, hogy a széban forgd axidémarendszerek ellentmondastalansdganak bizonyitasa elég
reménytelen eset. Példaul a Peano axidmarendszer ellentmondastalansagat az 1930-as években Gentzennek sikeriilt
igazolni, de a bizonyitdsban elég erés halmazelméleti eszkdzoket hasznélt. Lényegében azt mondhatjuk, feltételezte,
hogy a halmazelmeélet ellentmondastalan. Maganak a halmazelméletnek az ellentmondéstalansagat — ma ugy ttnik —
reménytelen bizonyitani.

Az axiémarendszerekkel kapcsolatos elméleti vizsgalatok , melléktermékeként” tobb, ma mar 6nalld, fontos mate-
matikai tudomanyéag is sziiletett. Ilyen példaul az algoritmuselmélet, amely a szabatosan definialt ,kiszamithatosag”
fogalménak tulajdonsigait vizsgalja.

Befejezésként egy errdl a teriiletrdl szarmazod, viszonylag friss eredményt is érdemes elmondani.

Meég Hilbert, 1900-ban fogalmazta meg a kovetkezs kérdést: van-e olyan algoritmus, amely barmely egész-egyiitthatos
akdrhdny-vdltozds polinomrdl eldonti, hogy van-e egész gyoke.

A nemleges valaszt tobb elGzetes, lényeges eredményre tamaszkodva 1972-ben Matijaszevics fiatal orosz matema-
tikus adta meg. Matijaszevics modszerének mintegy ,,melléktermékeként” kideriilt az a meglep6 eredmény, hogy van
olyan egész-egyiitthatés polinom, amelynek a pozitiv egész helyeken vett helyettesitési értékeinek halmaza azonos a
primszamok halmazaval. Igaz, ez a polinom 26-valtozos és 25-6dfoku, tehéat a gyakorlat szdmara nem hasznéalhato. (1.
J. I. Manyin: Bevezetés a kiszamithatosag matematikai elméletébe, Miszaki Kiado, 1986. 77. oldal.)



