A sik egybevagosagaival fogunk foglalkozni. Ezek kozé tartoznak az eltolasok, a forgatasok, a tengelyes tiikrozések. A
a stk pontjainak halmaza, és értékkészlete is ugyanezen sik pontjainak halmaza, tovabba tetszéleges P, () pontpérra
f(P) és f(Q) tavolsaga megegyezik P és @ tavolsdgaval. Hangsulyozom, hogy egy egybevagosagi transzformécio
meghatéarozasahoz csak arra van sziikség, hogy minden pontnak megadjuk a képét; azt az utat, ahogyan P-bél f(P)-
be jutunk, csak a leképezés szemléltetéséhez hasznéaljuk. Az ismert egybevagosagi transzformaciokat a kovetkezSképpen

fogjuk jelolni: a v vektorral valo eltolast ey-vel, az O pont koriili a szogt irdnyitott forgatéast, fo -val, az e egyenesre
vald tikrozést t.-vel.
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Az egybevagosagok kozé szamitjuk a helybenhagyast (identikus fiiggvényt), amelyre i(P) = P, minden P pontra.
Meg kell emliteniink az egybevagosagi transzforméacioknak még egy, kevésbé ismert fajtajat. Ez az ugynevezett csisz-

tatva tikrozés. Legyen e egy egyenes, v pedig egy e-ben fekvs vektor. Ekkor a c. y-vel jelolt transzformécio egy P
ponthoz az e-re vonatkozé tiikkorképének v-vel valo eltoltjat rendeli hozza (2. dbra).
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Ahogyan a tengelyes tiikrozést szokas ugy szemléltetni, hogy az tulajdonképpen az e tengely koriili 180°-o0s térbeli
forgatas, a csusztatva tiikrozést is elképzelhetjiik tgy, hogy az egy csavarmenetes tengely koriili térbeli forgatast jelent:
mikozben végrehajtjuk a 180°-os forgatast, a tengely v-vel elérehalad.

Minden egybevagosagi transzformacionak van inverze, azaz olyan egybevagosagi transzforméacio, ami f(P)-hez P-t
rendeli hozza. Ezt a transzforméciot f~'-gyel jeloljiik. Vilagos, hogy e, inverze a —v vektorral valo eltolds, tehat

e;l = e_, tovabba f61(3¢ = fo0,360°—a; t;l =t., i 1 =1iés c;l, = Ce,—v-
ev(P)
)/ u
P e.(e,(P)=
U+v = eu * ¥ (P)
3. dbra

Két egybevagoséagi transzformaciot egymés utan végrehajtva ismét egybevagdsagi transzforméaciot kapunk, hiszen
mindkét leképezés megtartja a pontok tavolsagat. Az igy keletkez$ egybevagosagi transzformaciot a két eredeti leké-
pezés szorzatdnak nevezziik. Tehat a g1 és go egybevagosagi transzformaciok szorzata az a gogi-gyel jelolt leképezés,
amelyre (g291)(P) = ¢2(g1(P)). Nyilvanvaléan eyey = euty (3. dbra), fo.afo.3 = fo,a+8, (illetve fo at+s-3600, ha
a+ 52 360°).

Miel6tt tovabbmennénk, vegyiik észre, hogy harom, nem egy egyenesen fekvé pont képe egyértelmiien meghatarozza
az egybevagosagi transzformaciot, ugyanis f(P) tavolsaga f(A)-tol PA, f(B)-t6l PB, tehat f(P) az f(A) kdzéppontt



PA sugari és az f(B) kozépponti PB sugari kor valamelyik metszéspontja (ill. érintési pontja, ha P az AB egyenesen
fekszik). A két metszéspont szimmetrikus az f(A)f(B) egyenesre, igy tdvolsdguk azf(C) ponttol kiilonbdzs, ezért az
f(P)f(C) = PC feltétel egyértelmten kijeloli f(P)-t (4. dbra).

¢ 7(P)
f(4)
A
op 1(8)
fic)
4. dbra
Most méar kénnyen meghatarozhatjuk két tiikrozés szorzatat is. Ha tengelyeik azonosak, azaz e; = eq, akkor

te,te, = i. Ha eg és eq parhuzamosak, akkor te,t., = eav, ahol v jeloli azt az e;-re meréleges vektort, amely e;-et es-be
viszi. Ha e; és ez metsz6 egyenesek, akkor te,te, = f0.24, ahol O jeloli e; és ep metszéspontjat, o pedig az altaluk
bezart szoget (e1-tol es felé). Figyelembe véve, hogy harom pont képe egyértelmten meghatarozza az egybevagosagi
transzforméciot, ezek az Osszefiiggések kdnnyen leolvashatok az 5. dbrabol.
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A leképezések szorzasara a kovetkezs Osszefliggések érvényesek:

(1) [3(faf1) = (fsf2) fr
(2) if=fi=f
(3) =1t =i

Az elss Osszefliggést, a szorzas asszociativitasat, a kovetkezSképpen lathatjuk be: (f3(f2f1))(P) = fs((fof1)(P) =
fa(fo(f2(P)) = (faf2)(f1(P)) = ((fsf2)f1)(P). A (2) és (3) Osszefiiggés az identikus leképezés, illetve az inverz




Lattuk, hogy kozos kozéppontu forgatasok szorzata szintén forgatds, de vajon mi a helyzet, ha a két forgatas
kozéppontja kiilonb6z6? Vegyiik tehat az fo.o és fn g forgatasokat (O # N). Irjuk fel fo -t mint két O-n dtmend
egyenesre vonatkozo tiikkrozés szorzatat. Az egyik egyenes irdanyat tetszélegesen valaszthatjuk, a méasodiknak ezzel

@ szoget kell bezarnia. Ugyanigy fn g-t is felirhatjuk mint két N-en atmend, egymassal — szoget bezard egyenesre

vonatkozo tiikrozés szorzatat. Az egyik egyenes szabadon valaszthato, vegyiik ezt mindkétszer az e = ON egyenesnek.
Ekkor fo,a = teyter, fN,g = teste,, tehat fn gfo.a = (testes)(teste, ), ami az asszociativitast hasznalva igy alakithato: =
((tegtes)tes)tey = (e (testes))ley - Itt teyte, = 4, igy (2) szerint fy gfo.a = (tesi)te, = teste,. Ha €3 és e; parhuzamosak,
akkor egy eltolast kapunk, ha metsz8k, akkor egy forgatast (6. dbra).

Hasonléan szamithatjuk ki egy forgatas és egy eltolas szorzatat is.

Megmutatjuk, hogy minden egybevagdsagi transzformacio felirhatd két vagy harom tiikrozés szorzataként. Legyen
f egy tetsz6leges egybevagosagi transzformécié és vegylink harom, nem egy egyenesen fekvé pontot, jelolje ezeket
A, B és C. Legyen Af(A) szakasz felez§ merSlegese eq, illetve ha f(A) = A, akkor legyen e; tetszsleges, az A-
n atmenG egyenes. Ekkor t.,(A) = f(A), igy te, (B)f(A) = te, (B)te,(A) = BA = f(B)f(A), tehat t., (B)f(B)
szakasz felezd merdlegese, eq, atmegy f(A)-n. (Ha t., (B) = f(B), akkor vegyiik es-nek az f(B)f(A) egyenest.) Most
teste, (A) = te, (f(A)) = f(A) €S teyte, (B) = f(B). Ha teyte, = f(C) is teljesiil, akkor te,te, = f, hiszen az A, B és
C pontok képei egyértelmien meghatarozzak az egybevagosagi transzformaciot. Ha t,t., (C) # f(C), akkor ezek a
pontok egymésnak az e3 = f(A)f(B) egyenesre vonatkozo tiikorképei, igy az el6z6hoz hasonlo érveléssel f =t te,te, -
(Az asszociativitas miatt nem sziikséges a szorzatot zarojelezniink.) (7. dbra)
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Két tiikrozés szorzata - mint mér lattuk - vagy az identitds vagy egy eltolas vagy egy forgatas, aszerint, hogy a
tengelyeik megegyeznek, parhuzamosak vagy metszék. Nézziik meg, hogy milyen transzforméciokat kaphatunk harom
tiikrozés szorzataként. Ha az els6 kett6 szorzata az i, akkor a szorzat egy tiikkrozés. Ha az els6 ketts szorzata az ey
eltolas, akkor két esetet kell megkiilonboztetniink. Amennyiben v merdleges az es tengelyre is, akkor te,(te,te,) =
teg(teste,) = (testes)te, = ite, = te,, ahol az ey tengelyt az es egyenest — Y _vel eltolva nyerjik. Ha viszont v nem
merGleges az e3 tengelyre, akkor es és e3 metszi egymaést egy O pontban. Forgassuk el az O koriil az e, és es egyeneseket
gy, hogy kozbezért szogiik ne valtozzon, és eq elforgatottja, ), meréleges legyen ej-re. Jeldlje e}, és e; metszéspontjat
M. Most M koriil forgassuk el ej-et és -t tgy, hogy kizbezart szdgiik (90°) ne véltozzon, és ej, elforgatottja ef,
parhuzamos legyen es-vel. Ekkor teyte, = fo,a = teytey, valamint tete, = far1s00 = tepter, tovabba, mivel ey és ej
parhuzamosak egymassal és mer6legesek ef-re, kovetkezik, hogy tetey = ey, ahol v parhuzamos ef/-vel. Osszefoglalva
azt kapjuk, hogy te, (teyte;) = (festes)te, = (tegte’z)tel = te (te’ztel) = te, (tegte/l/) = (tegteg)telll = evley = Celv,
egy csusztatva tiikrozés. Hasonloan belathatjuk, hogy abban az esetben is, ha t.,t., forgatas, te, (te,te, ) akkor is vagy
tiikkrozés, vagy csusztatva tiikrozés. Ezaltal igazoltuk, hogy nincs méas egybevagosagi transzformécié, csak a forgatasok,
az eltolasok, a tiikrozések, a csusztatva tiikrozések és az identitas.

Vizsgéljuk meg, hogy mely pontok, illetve egyenesek képz6dnek 6nmagukra az egyes transzformaciok soran:

transzformdcid fizpont fizegyenes
i minden pont minden egyenes
ev nincs v irdnyu egyenesek
nincs, ha o # 180°
foy(l O z P o
O-n atmend egyenesek, ha a = 180
te e pontjai e és az e-re merdleges egyenesek
Ce, V nincs e

Eddig az egész sikot vizsgaltuk, most alakzatokkal fogunk foglalkozni, ezeket osztalyozhatjuk szimmetriatulajdon-
sagaik alapjan, azaz megvizsgalhatjuk, hogy mely f egybevagosagi transzforméaciok képezik le az alakzatot 6nmagéara.



Jol ismert példa erre a négyszogek osztalyozésa. Jeldlje e; és ex a két atlot, es és eq a szemkozti oldalak felez&pontjait
Osszekots egyeneseket, K pedig az atlok metszéspontjat. A kdvetkezd tipusokat kiilonboztetjiik meg:
négyzet : i, fxooe, fK.180°, fK 2700, leys teys teg, tey

téglalap: 4, fx 1800, tes, tey

rombusz: ¢, fx 1800, tey, te,

szimmetrikus trapéz: i, .,

deltoid: 7, t.,

parallelogramma: i, frx 1800

//
altaldnos négyszog: ¢
Hasonloéan, a lehetséges szimmetridk szerint fogjuk osztalyozni a sormintakat is. Sormintdnak egy olyan alakzatot
neveziink, amely két parhuzamos egyenes kozotti sdvban helyezkedik el, és van olyan eltolas, amely az alakzatot
onmagaba viszi. (Ekkor természetesen az alakzat a ,végtelenbe nyulik”, de abrainkon csak egy véges részletét tudjuk

megrajzolni.) Feltételezziik, hogy van egy olyan legrévidebb vektor, u, amivel val6 eltolas a sormintat onmagaba viszi.
Vegyiink most egy tetszGleges ey, eltolast, amelyik a sormintat 6nmagara képezi le. Ha v és u irdnya megegyezik, akkor



legyen n = [|v|/|u]], ahol |v| a |v| vektor hosszat, [z] az = valos szam egész részét jeloli. Ekkor [v—nu| = |v|—n|u| < |ul,
és ey_nu = ev(eg 1)” is szimmetriaja a sormintdnak. Mivel u a legrévidebb vektor volt, amivel a sorminta eltolhato,
ezért v—nu = 0, azaz v = nu. Hasonlbéan jarhatunk el, ha v és u ellentétes iranytak, és azt nyerjiik, hogy pontosan az
enu(n =0, £, 42, 43, ...) eltolasok azok, amelyek sormintankat 6nmagaba viszik. (Itt a nullvektorral valo eltolason
az identikus leképezést értjik.)

Mivel a sorminta minden szimmetridja a sav e kozépegyenesét onmagaba kell vigye, az egybevagosagi transzfor-
mécidk fixegyeneseinek szambavételébdl tudjuk, hogy csak a kovetkezs fajta szimmetridk johetnek szoba:

1. e-vel parhuzamos eltolasok

2. e-n fekvo pontok koriili 180°-os forgatasok

3. e-re merGleges egyenesekre vonatkoz6 tiikrozések

4. e-re valo tiikrozés, ill. e tengelyd csusztatva tiikkrozések.

Jeloljiik az egyes tipusiu szimmetridk halmazat rendre a kovetkez6képpen: E, F, T, C'. Mar megmutattuk, hogy E
pontosan az e,,(n =0, +1, £2, ...) alaku eltoldsokbol all. Legyen most G az F, T, C osztalyok valamelyike. Ha g1 és
g2 G-beli szimmetridk, akkor gag; is szimmetriaja a sormintanak és ez minden esetben eltolas: fo,1800 f&}lgoo = eav,

ahol v = ]75; le, t;l = egy, ahol v az e;-re merdleges, e1-et ea-be vivo vektor (ez e-n fekszik, mivel e; és eq merdleges
e-re, lasd 3. eset); cewzc;il = €y,—v,. lehat gggl_1 € FE, igy gggl_1 = enu, valamely n-re. Innen gs = enug1, azaz
a G osztaly minden eleme felirhatd e,,g1 alakban, ahol g; egy rogzitett eleme G-nek. Az is kénnyen ellenérizhetd,
hogy minden e,,g1 alakd szimmetria ugyanabba az osztalyba tartozik, mint g, tehat a G osztily elemei éppen az
enug1 alaku egybevagosagi transzformaciok. El6fordulhat persze, hogy valamelyik osztaly iires, az adott sormintanak
nincs ilyen tipust szimmetridja. Ha fo 1800 € F', akkor az epu fo,1800 alaki transzformaciok mind 180° -os forgatasok
és kozéppontjaik az e tengelyen |u|/2 tavolsagra kiovetik egymast. Ha t., € T, akkor az epyute, tiikrozések tengelyei
e-re merdlegesek és egymastol |u|/2 tavolsagra helyezkednek el. Ha a c. v csusztatva tiikrozés C-hez tartozik, akkor
a C osztaly az epuCev = Cevinu alaku cstsztatva tlikrozésekbdl all. Vegyiik észre, hogy cév = eo, miatt ezekre a
csusztatva tlikrozésekre két lehetGség adodik. Mivel a 2v vektor u-nak egész szamszorosa kell legyen, ha 2v = 2ku,
akkor C' a ce ny alaku cstsztatva tiikrozésekbol all, beleértve c. o = te tiikrozést; ha viszont 2v = (2k + 1)u, akkor C
éppen a c (n41/2)u alaki csisztatva tiikrozések halmaza. Az elsé halmazt Cop-lal, a méasodikat C /o-lel fogjuk jelolni.

Végiil vegyiik észre, hogy f € F, t € T, c € C esetén ft € C, fce T, tc € F! Példaul fo 1s00te; = Ce,v, ahol v az
e1 és e metszéspontjabol O-ba mutaté vektort jeloli. Ennek alapjan egy sorminta lehetséges szimmetridira a kdvetkezs
esetek fordulhatnak eld:

I) csak eltolasok (E),

IT) eltolasok és 180°-os forgatasok (E, F),

III) eltolasok és tikrozések (F, T,

IV) eltolasok és csusztatva tiikrozések, koztiik az e-re vonatkozo tiikrozés is (E, Cp),

V) eltolasok és csusztatva tiikrozések, de az e-re vald tiikrozés nem (E, C/z).
A tovabbi esetekben a forgatasok, tiikrozések és csusztatva tiikrozések koziil legaldbb kétféle fellép, de akkor az el6zé
észrevétel szerint a harmadik fajta is, igy a tovabbi lehet&ségek:

VI) E, F, T, Cy és

VII) E, F, T, Cy)s.

A hét lehetGség mindegyike valoban el§ is fordul, amint azt az alabbi példak mutatjak: I.
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Megemlitem, hogy a sik ,tapétazasai”’ is hasonloképpen osztalyozhatok, itt olyan mintakat kell vizsgalni, amelyek
két kiilonboz6 iranyu vektorral valo eltolassal is dnmagukba vihetSk. Az ilyen mintak a szimmetridk szempontjabol
méar 17-féle csoportba sorolhatok. A moér miivészet diszitémintai kozott mind a tizenhétfélére taldlunk példakat. A
térbeli, harom irdnyban ismétl6d6 mintédk a kristalytanban jutnak szerephez, itt mar 230 lehet6ség adodik.



