A magasabbfoki egyenletek megoldhatésaganak vizsgalata a zsenialis francia matematikus EVARISTE GALOIS (1811
-1832) nevéhez fliz6dik. Munkéijaban egy olyan fontos kapcsolatot fedezett fel, amely azota kiilon 6nallo életet kezdett
élni. Ezt a kapcsolatot Galois-kapcsolatnak nevezik; és érdemes arra, hogy megismerjiik. Ehhez azonban sziikséges, hogy
valamit a Galois-elméletbdl is megtanuljunk. A Galois-elmélet azt vizsgalja, hogy mikor lehet egy egyhatarozatlana
magasabbfoku egyenletet gydkjelekkel megoldani. Nem kell megijedni, csak egy egészen elemi példat fogunk targyalni.
Ez a példa azért lényegében mindent tartalmaz a Galois-elméletbél, kivéve a nehézségeket. Altalanos esetben ugyanis
éppen az nehéz, hogy belassuk, mindent hasonléképpen tehetiink. Ezt megelézden targyalnunk kell a testelméletet is.
Pontosabban szolva ennek is csak egészen elemi részeit.

Néhany sz6 a szamtestekrdl. Szamok egy K halmazit szamtestnek nevezziik, ha tartalmazza az 1-et és zart
a négy alapmiveletre (azaz K-beli szamok 6sszege, kiilonbsége, szorzata és hanyadosa is K-beli szam — persze 0-val itt
sem oszthatunk). A legkisebb szamtest a racionalis szamok Q szamteste; a legnagyobb, amit ,mindenki” ismer, a valos
szamoké. Sokan persze ismerik a komplex szamtestet is.

A K szamtestnek egy ¥ szammal valé bovitésén azt a legsziikebb szamtestet értjiik, amely K-n kiviil a ¥ szamot
is tartalmazza. Ezt a szamtestet K(9) jeloli. Kénnyen belathato, hogy ilyen mindig létezik (nevezetesen a K-t és a -t
tartalmazo Osszes szamtest kozos része). Mi hallgatolagosan mindig feltessziik, hogy ¥ ¢ K; erre tulajdonképpen nem
igazan van sziikség, de igy elkeriilhetjiik a ,vagy—vagy” tipusi meggondolasokat.

Csak a legegyszertibb esettel foglalkozunk, amikor 92 =t € K. Ekkor érvényes az alabbi

Tétel. Ho 92 =t € K, akkor K (9) minden eleme egyértelmien felirhaté a +b- 0 alakban, ahol a és b K elemein
futnak végig.

Bizonyitds. Az eleve vilagos, hogy ezeknek a szamoknak mind benne kell lenniiik a széban forgd szamtestben.
Mivel K szamtest és 92 =t € K, azért a kapott szamok halmaza zart az 6sszeadasra, kivonésra és a szorzasra. Ebbél
kovetkezik az egyértelmiség is, hiszen ha két ilyen szam kiilonbsége

(@+b-9)—(c+b-9)=(a—c)+(b—d) -9 =0,

az csak gy lehetséges (0 ¢ K alapan), ha a = ¢ és b = d. Az osztés vizsgalatdhoz vegyiik tekintetbe, hogy ha
c+ b9 #0, akkor
N=(c+d-9) (c—d-9)=c*-d* tcK

sem lehet 0, és igy az u = ac — bdt és v = bc — ad valasztassal

a+b-9 (a+b-9) -(c=d-¥) u w

= =—+—=-9€K
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ami az osztasra valé zartsédgot jelenti. Végiill 1 = 1 4 0 - ¥ nyilvan eleme e halmaznak.[]
Szamtestek automorfizmusai. Az alabbiakban egyetlen szamtestet fogunk vizsgalni: K = Q(v/2, v3) = Q(v2)(V/3)-

t (tehat Q-t elGszor V/2-vel bévitjiik, majd az igy kapott szamtestet \/g—mal). Ennek elemei a

(a+bV2) + (c+dV2)V3=a+bV2+cV3+dV6

alakt szamok, ahol a,b,c,d € Q. Mindenekel6tt a K szamtesten értelmezett bizonyos fliggvényeket — igynevezett Q
feletti relativ autamorfizmusokat — fogunk vizsgalni.

Definicié. Egy, a K szamtesten értelmezett ¢ figguvényt Q feletti relativ automorfizmusnak neveziink, ha e figg-
vényre az aldbbiak teljestilnek:

(1) ¢ K-t énmagdba képezi.

(2) ¢ kilonbozd elemeket kilonbozd elemekre képez.

(3) ¢-nél minden K-beli elem fellép képként.

(
(

)
3)
4) ¢ dsszeget és szorzatot tart[]
5) ¢ Q minden egyes elemét dnmagdra képezi

A K szdamtest Q feletti relatidd] automorfizmusainak halmazdt G-vel jeldlyik.

vényt jeloli, amely egy tetszdleges x elemet ¢(¢)(z))-be képez. Vigyazzunk, a ot és e fiiggvények altalaban kiilon-
boz6ek!

(a) A mdvelet asszociativ, azaz o, ¥, x, € G esetén (1p)x = p(¥x).

! Azaz barmely x és yK-beli szamok esetén op(z +y) = o(x) + ¢(y), illetve ¢(z - y) = () - p(y) teljesiil.

2Ki lehet mutatni, hogy ez az el6z6 tulajdonsagokbol mar kivetkezik. Azért tettiik mégis fel, mert ha nem Q-bél indulunk ki, akkor mar
nem feltétleniil igaz.

3 Az elnevezésben szerepls relativ jelzé arra utal, hogy ezek a Q ,alaptest”™et elemenként fixen hagyjak.



(b) Létezik egységelem, azaz olyan ¢ € G, amelyre minden p € G esetén o = oL = ¢ teljesiil.

(c) Minden ¢ € G elemnek van inverze, azaz létezik hozzd olyan ¢ € G elem, amelyre

o =Pp = 1.

Itt K helyett sok més szamtestet is vehetnénk; azokra is igaz volna, hogy a relativ automorfizmusok csoportot
alkotnak. A bizonyitast a K szdmtestre végezziik, de az utolso tulajdonsag kivételével ezt a specialitast nem hasznaljuk
ki. Az utols6 tulajdonsagot majd csak akkor mutatjuk meg, ha fel tudjuk irni G elemeit.

Mindenekel6tt azt kell megmutatni, hogy két G-beli ¢ és ¢ fliggvény szorzata is eleme G-nek:

(1): Mivel mindkét fiiggvény K-t képezi onmagara, ezért egymaés utan alkalmazva ket ismét ilyen fliggvényt kapunk.

(2): Legyenek z,y a K kiilonb6z6 elemei. Definicio szerint ¢ (z) és ¢(y) is kiillonbozéek; tehat (v (z)) és o(¥(y))
sem lehetnek egyenlGek.

(3): Tetsz6leges = € K esetén létezik olyan y € K és ehhez olyan z € K, amelyre ¢(y) = x és 1(z) = y; hiszen
mindkét fliggvény rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Ebbdl viszont azonnal kovetkezik a ¢(¢(2)) = = egyenlGség.

(4): Ha z,y € K, akkor p(¢(z +y)) = o@(z) + ¢¥(y)) = ¢(¥(x)) + ¢(¥(y)). A szorzésra vonatkozd Gsszefiiggés
ugyanigy bizonyithatoé.

(5): Ha x € Q, akkor p(¢(z)) = ¢(x) = z bizonyitja, hogy a szorzat is fixen hagyja Q elemeit.

A szorzés asszociativitdsanak a bizonyitasdhoz azt kell megmutatni, hogy (pv)x és o(1x) barmely z elemet
ugyanarra képez:

((p)x) () = (p)(x (7)) = (P (x())) = ¢((¥x)(2)) = ((Px)) ().

A (z) = x Osszefiiggéssel definialt identikus fiiggvény nyilvan rendelkezik az Osszes megkovetelt tulajdonsaggal,
igy eleme G-nek. Erre viszont trividlisan igaz a 1o = @t Osszefiiggés.

Most pedig megkeressiik a K test 0sszes Q-ra vonatkozo relativ automorfizmusat.

Mint lattuk, K elemei a 4+ bv'2 + ¢v/3 + dv6 alaki szamok, ahol a,b, ¢, d, € Q. Legyen ¢ € G, ekkor a feltett
tulajdonsagok alapjan

p(a+bV2+ V3 +dV6) = o(a) + p(b)p(V2) + 0(c)p(V3) + (d)p(V6) =
= a+bo(V2) + cp(V3) + do(V6) = a + bp(V2) + cp(V3) + de(vV2)o(V3).

Eszerint a ¢ relativ automorfizmust egyértelmien meghatarozza az, ha tudjuk, mibe képezi lev/2-t és v/3-at. Mivel
(V2)% = 2, ezért o(vV2)? = ((V2)?) = (2) = 2. Két lehetGségiink van tehat: vagy ¢(v2) = V2, vagy o(V2) = —v/2.
Hasonloképpen két lehet&ség adodik cp(\/g)—ra; vagy\/g vagy —/3. Ez osszesen négy lehetGséget ad, tehat G-nek
legfeljebb négy eleme van.

A négy szoba jové relativ automorfizmus koziil egyik a ¢ identitas, ami minden elemet 6nmagaba visz. ElGszor azt
mutatjuk meg, hogy van olyan 7 relativ automorfizmus, amely v2-t 6nmagéaba viszi és v/3-at a negativjaba. Mint
lattuk K = L(v/3), ahol L = Q(v/2). A keresett 7 relativ automorfizmusnak L minden elemét énmagaba kell vinnie
(tehat ez L-re vonatkozo relativ automorfizmus). Igy az o, 8 € L elemekre 7(a+ 3v3) = a— /3 kell legyen. A relativ
automorfizmusokt6l megkovetelt minden tulajdonsag teljesiilése trividlis, kivéve az 0sszeg- és szorzat-tartast. Ehhez
tekintsiink még egy elemet: v+ 6v/3, ahol 7,8 € L. Az Osszegre vonatkoz6 bizonyitas konnyen elvégezhetd, a szorzatra
vonatkozé pedig itt kovetkezik:

T((a + BV3)(y + 6V3)) = 7((ay + 3B0) + (ad + y)V3) = (ay + 385)—
—(ad + BY)V3 = (o — BV3)(y — 6V3) = T(a + BV3) - (v + 5V/3).

V2 és v/3 szimmetrikus szerepe miatt hasonloképpen belathatjuk, hogy létezik egy olyan o relativ automorfizmus
is, amely v/2-t viszi a negativjaba és a v/3-at hagyja fixen. Azonnal megjegyezziik, hogy ezeknek a relativ automorfiz-
musoknak a négyzete (azaz onmagaval vald szorzata) nyilvanvaloan ¢. A hidnyzo — negyedik — relativ automorfizmus
csak az lehet, amit o és 7 szorzataként allithatunk el6. Ez a szorzat V/2-t is és V/3-at is a negativjaba viszi; esze-
rint a mar latottaktol kiillonbozik. Mivel a tényez6k sorrendjétdl fiiggetleniil ugyanazt a relativ automorfizmust kell
kapnunk, ezért egy o = o7 = 70 relativ automorfizmushoz jutottunk. Erre is azonnal kivetkezik, hogy o0? = . Ezek
szerint itt barmely ¢ relativ automorfizmusra teljesiil a ¢? = 1 Osszefiiggés, ami azt jelenti, hogy minden relativ
automorfizmusnak van inverze, nevezetesen 6nmaga. (Ez még hianyzott a tétel bizonyitasabol.)

Egyébként a még nem vizsgalt szorzatokroél belathatéd, hogy oo =00 =7, 70 = o7 = 0.

Részcsoportok és résztestek. Lattuk, hogy a o és 7 relativ automorfizmusok is fixen hagynak minden olyan
K-beli elemet, amely nincs Q-ban. De g is ilyen, mert o(v6) = o(v2 - v3) = (=v2)(—V3) = V6). Nézziik meg most,
hogy melyek az 6sszes olyan elemek, amelyeket ezek a relativ automorfizmusok 6nmagukra képeznek. Tekintsiik evégett



az o = a + bV2 + ¢v/3 + dvV/6 képét ezeknél a relativ automorfizmusoknal:

ola+bvV2+cvV3+dV6) = a—bvV2 + cvV3 — dV,
7(a+bV2+ V3 +dV6) = a+ bV2 — V3 — dV/6,
o(a+bvV2+cV3 +dvV6) = a — bv2 — cV3 + dV6.

Eszerint:

o(a) =« b=d=0 acQ(Vv3
T (o) =« p akkor és csak akkor, ha c=d=0 azaz, ha aeQ (V2
0(@) =a b=c=0

aeQ(\/E).

Itt harom szamtesttel is talalkozunk, amelyek a Q és K kdzott vannak; éppen ezért kozbilsd testeknek nevezik Sket.
Ezeket a kozbiils6 testeket nemcsak a felsorolt egyes relativ automorfizmusok hagyjak elemr6l elemre fixen, hanem az
identikus leképezés is. Igy G-nek harom részhalmaza valaszthato ki: Hy = {1, 7}, Hs = {1,0}, Hg = {1, 0}; amelyek
pontosan azokbol a relativ automorfizmusokbol allnak, amelyek megfelelsen a Q(v/2), Q(v/3), Q(v6) kozbiilss testek
elemeit hagyjak fixen.

A csoportnak ezen részhalmazairol azonnal belathatd, hogy barmelyikiikbdl véve két elemet, ezek szorzata is ugyan-
ebbe a részhalmazba esik.

Ha egy csoport elemeinek nem tires részhalmaza a csoportban értelmezett szorzdsra zdrt és maga is csoport erre
nézve, akkor e részhalmazt részcsoportnak nevezzikl.

Lathato, hogy a vizsgélt G csoportnak még két részcsoportja van. Az egyik az egyediil az identitast tartalmazo E
részcesoport, a masik maga a G. Mindkettd trividlisan részcsoport (agy is nevezik 6ket, hogy trivialis részcsoportok).
Nézziik meg, hogy ezeknek elemei melyik testbeli elemeket tartjik fixen. Az E egyetlen eleme minden K-beli elemet
fixen hagy; és K minden elemét egyediil E elemei tartjak fixen. A G elemeinek a hatasat mar lattuk, ezek mindegyike
csak a Q elemeit tartja fixen; az pedig, hogy Q 0Osszes elemét fixen hagyja G minden eleme, a relativ automorfizmus

A G-nek t6bb részcesoportja nincs is. Minden részcsoportnak tartalmaznia kell az egységelemet. Ha a H részcsoport
egyedill az egységelemet tartalmazza, akkor E-vel egyenls. Ha még egy elemet tartalmaz, akkor a Hy, Hs, Hg rész-
csoportok valamelyike lesz. Amennyiben viszont az egységelemen kiviil még két elemet tartalmaz, akkor tartalmazza
ezek szorzatat is, azaz a csoport minden elemét, igy e részcsoport az egész G.

E részcsoportok mindegyikéhez tartozik egy kozbiilss test, amely azokbol az elemekbdl all, amelyeket e részcsoport
minden eleme fixen hagy. Emellett minden egyes részcsoport pontosan azokbdl az elemekbdl all, amelyek a megfelels
test elemeit fixen hagyjak. Tablazatban abrazolva:

E — K =Q(v2,V3)
H, < Q(v2) H; < Q(V/3) H; <= Q(V6)
G=0Q

Itt a feljebb levs sorban talalhato testek tartalmazzak az alattuk levs sorban szereplSket; mig a csoportoknal éppen
forditott a helyzet.

Vannak tehat részcsoport <= ko6zbiilsé test parjaink. Latjuk, hogy a részcsoportok koziil mindegyik fellép; a
kozbiilss testekrsl viszont ez egyaltalan nem lathatd? Ennek ellenére ez igy van, és ez a Galois-elmélet egyik fontos
kovetkezménye. Ha mér itt tartunk, akkor szoljunk néhany szét arrdl is, hogy miképpen hasznalja fel a fenti eljarast
a Galois-elmélet

Ha egy adott szamtestbeli egyiitthatos egyenletet akarunk megoldani, akkor ezt bévitjiik az egyenlet Gsszes gyo-
kével. Ehhez a bovitéshez elkészitjiik a relativ automorfizmusok csoportjat (ez az egyenlet Galois-csoportja). Ez a
csoport meghatarozhato és mindig véges. Ha ebben létezik bizonyos részcsoportokboél allo lanc (azaz részcsoportok
egymasba skatulyazott sorozata), akkor a gyokoket az egytitthatokbol a négy alapmivelet és gyokvonasok segitségével
kifejezhetjiik. (Ha ilyen lanc nem létezik, akkor a gy6kok a fenti médon nem fejezhetdk ki.) A megfelels csoportlanchoz
tartozo testlanc még azt is elarulja, hogyan lehet ezt a kifejezést megkapni.

Hogy jon létre a kapcsolat. Térjiink most vissza eredeti példankhoz, és nézziik meg, miképpen jon létre a

részcsoport = kozbiilsé test

4 Azért kell hozzatenni, hogy maga is csoport az eredeti szorzasra, mert kiilonben nem tudjuk biztositani azt, hogy az egységelem is és
minden elemének az inverze is benne van. A mi esetiinkben csak véges csoportok léphetnek fel; amikoris bebizonyithato, hogy ezek mar a
szorzasra valo zartsagbol kovetkeznek.

5Legalébbis én nem latok rd semmilyen egyszerti modot.

6 Az alabbi ismertetés hidnyos és pontatlan, de a lényeget tartalmazza.



kapcsolat! Van itt egy szamunkra ,;misztikus” rész; nevezetesen az, hogy minden koézbiilss test elGfordul. A mi példankon
konnyen lathattuk, hogy a parokban minden részcsoport szerepelhet, adltaldban azonban ez sem kénnyd. Mindkettének
a bizonyitasa elég sok testelméleti és csoportelmeéleti ismeretet igényel. Ezeket itt nincs mod targyalni.

Van azonban a kapcsolatnak egy masik része, ami viszonylag egyszert. Nevezetesen az, hogy csak részcsoportok és
kozbiilss testek allithatok parba. Ennek bizonyitasat mindenki maga elvégezheti.

Eleve az sem vilagos, hogy vannak parba allithat6 ,yalamik”. Hiszen gondoljuk el, hogy miképpen lehet egy ilyen
part megtalalni (ahogy tulajdonképpen tettiik is). Kiindulunk egy szamhalmazbol, és tekintjiik az Sket fixen hagyo
fliggvényeket. Azutén vessziik azokat a szamokat, amelyeket ezek a fiiggvények mind fixen hagynak. Aztan meg azokat
a fliggvényeket, amelyek ennek az Gjabb szamhalmaznak az elemeit fixaljak, és igy tovabb. Egyaltalan nem vilagos,
hogy ez az eljaras egyszer véget fog érni. Persze az is lehet, hogy az eljaras véget ér, és ennek bizonyos testelméleti
vagy/és csoportelméleti okai vannak.

Nos a mi célunk éppen annak a megmutatésa, hogy az eljaras ,mindig” véget ér, és ez a dolgok ,természetébdl”
kovetkezik. Pontosabban szélva azért torténik mindez, mert bizonyos relativ automorfizmusok bizonyos szamokat
Stisztelnek”; azaz e szamokat fixen hagyjak. A |tisztelnek” szot azért hasznaljuk, mert nem az fontos igazan, hogy ,fixen
hagyjak”, hanem csak az, hogy valami kapcsolat van kozottiik. Amiket keresiink, azok meg olyan részhalmazokbol allo
parok, amelyben a fiiggvények pontosan azok, amelyek a halmaz szdmait ,tisztelik”, a szamok meg pont azok, amelyeket
a felsorolt fliggvények mind ,tisztelnek”.

A Galois-kapcsolat. Fogalmazzuk meg matematikai médon azt, amivel foglalkozni akarunk. Mindenekel6tt adott
két halmaz G és K. Az elébbinek az elemeit gorog, az utdbbiét latin kisbetiikkel fogjuk jel6lni. Valamilyen moédon
adott egy <> ,kapcsolat”, amely bizonyos médon parba allitja a G egy-egy elemét K egy-egy elemével. Ilyen médon
¢ x alaka parok keletkeznek. Pontosabban:

Tekintsiik az dsszes (¢, x) alaki pdrok halmazdt, ahol ¢ € G és x € K. Tekintsik e pirhalmaz egy tetszéleges, de
rogzitett S részhalmazdt. Azt, hogy (¢, ) € S, gy jeloljik, hoggm Q> x.

Az S indukdlta G Galois-kapcsolaton azoknak a H <=L (H C G, L C K) pdroknak a halmazdt értjik, amelyekre:

@ € H akkor és csak akkor, ha minden =z € L-re ¢ > x;
xz € L akkor és csak akkor, ha minden ¢ € H-ra ¢ < .

Mindenekel6tt érdemes megfigyelni, hogy a fenti megfogalmazasban a G és a K halmazok szerepe szimmetrikus.
Ezért elég mindent ,egyoldaltan” bizonyitani; a szimmetrikus allitds ugyanugy igaz.

Elgszor azt fogjuk megnézni, hogy mi torténik akkor, ha egy részhalmazbdl kiindulva a <« relacié ,nentén” ide-oda
,szaladgalunk”. Ehhez két jelolésre van sziikségiink, annak megfelelGen, hogy a kiindulo (K-beli) halmazboél Balra(G-be)
megylink, vagy G-beli halmazbdl kiindulva megyiink Jobbra (K-ba):

Legyen L C K, illetve H C G.LP, illetve H” az aldbbi halmazokat jeloli:

a € LP  akkor és csak akkor, ha minden z € L-re o & z;

z € H) akkor és csak akkor, ha minden o € Hra o ¢ 2.

Definici6 szerint H <= L pontosan azt jelenti, hogy H = L? és H/ = LL. Most azt fogjuk megnézni, hogy az
S indukalta G Galois-kapcsolatnak milyen elemi tulajdonsagai vannak. Erdemes megfigyelni, hogy a tovabbiakban
méar nem tériink vissza az S kapcsolatra, hanem minden tulajdonsagra a most bebizonyitand6 alaptulajdonsagokbol
kovetkeztetiink majd.

Alaptétel. Az alabbiak érvényesek:

1. Ha M C L(C K), akkor MP D 1LB. Hasonloképpen, ha S C H(C G), akkor S D G”.

2. Ha L C K, akkor (L?)’ D 1L. Hasonloképpen, ha H C G, akkor (H’)? D H.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Ml C L és legyen ¢ € LB. Ez azt jelenti, hogy barmely L-beli x elemre igaz a ¢ < x
osszefiiggés. Mivel L tartalmazza M-et, ezért a ¢ <> x Osszefiigges eleve igaz M-beli z-ekre is; vagyis L2 elemei MZ-nek
is elemei. A szimmetria miatt az 1. alatti méasik allitas is igaz.

A 2. alatti allitas kimutatdsara — ugyancsak a szimmetria miatt — elég annyit bizonyitani, hogy tetszéleges H C G
esetén (H”)P D H is igaz.

Vegyiink tehat egy H-beli = elemet. H? definiciéja szerint minden H”-beli ¢-re teljesiil a ¢ <+ x Osszefiiggés. Bz
viszont éppen azt jelenti, hogy z-nek hozza kell tartoznia a (H”)® halmazhoz. O

Az alaptétel 1. pontjat kétszer alkalmazva azt latjuk, hogy ,nagyobb halmazbol nagyobba jutunk”. A 2. pont pedig
azt mondja, hogy a kiindulasi halmaz ,novekszik”. Ez azt sugallja, hogy ,ide-oda menve’ egyre nagyobb halmazhoz
jutunk, ,lancreakcio” lép fel, az eljaras ,megszalad”. Szerencsére az 1. pont tartalmaz egy ,negativ visszacsatolast” is
azaltal, hogy egy lépés utan megfordul a tartalmazés iranya. Ezt mutatja meg az alabbi tétel elgallitasa, mig a méasodik
ennek egy egyszeri, de fontos kovetkezménye:

Kovetkezmény. A fenti Galois-kapcsolatra az aldbbiak teljesilnek:

"Ezt a kapcsolatot tekinthetjiik grafnak, amelynek szégpontjai a G és K halmazok egyesitésének elemei, élei pedig az S halmaz elemei.
Ez egy Ggynevezett paros graf, ami azt jelenti, hogy barmelyik szégpontbol kiindulva csak ugy érhetiink 6nmagaba vissza, ha paros sok
élen megytlink keresztiil. Tulajdonképpen barmely paros grafot tekinthetnénk kiindulasi alapnak.



1. (H)HP) =1 és (LP)))B =L5.

2. H C L? akkor és csak akkor igaz, ha H’ D L.

Bizonyitds. Az alaptétel 2. pontja szerint (H”)? D H, amibdl a tétel 1. pontja alapjan((H”)?)? € H” kovetkezik.
Ha viszont az alaptétel 2. pontjat alkalmazzuk az L = H” elemre, akkor azt kapjuk, hogy ((H”)®)7 D H’. Ezekbol
pedig azonnal adodik a vizsgalt két halmaz egyenlGsége. (A masik két halmaz egyenl@sége a szimmetria miatt igaz.)

Ugyancsak a szimmetria miatt elég a 2. ponthoz annyit bizonyitani, hogy H C LP eseten HY D L is igaz. Ha
H C LB igaz, akkor e kovetkezmény 1. pontjat valamint az alaptételt felhasznélva

H = (H')")” 2 (L)) = [(L7))P) = @")” 2L,

amivel allitdsunkat bizonyitottuk. [J

A fentiek szerint a ,,jobb oldali fels¢ indexben” felvaltva szereplé B és J betiik koziil legfeljebb kettének kell
fellépnie. Amennyiben tobb 1ép fel, akkor — mint éppen lattuk — vagy csak az ,els6”, vagy az ,els6 kett&” marad meg.
Ennek megfelelden nincs sziikség zarojelezésre; példaul (((LF)7)%)” helyett azt irhatjuk, hogy L2757

Tetsz6leges L C K, illetve H C G esetén a LB J, illetve H”? halmazt az eredeti megfelel§ halmazok (Galois-
Jlezartjanak nevezzik. Ha egy részhalmaz lezartja 6nmaga, akkor azt mondjuk, hogy ez egy zdrt részhalmaz.

Foglaljuk 0ssze, hogy mit tudunk a Galois-kapcsolatroél:

Barmely L C K, illetve H C G esetén LE, illetve B’ zdrt halmazok; tovdbbd minden zdrt halmaz ilyen alakd.
Pontosan akkor kapunk eqy H <= 1L Galois-kapcsolatbeli part, ha ezek mindketten zdrt halmazok, tovibbd H = LB és
H’ = L. Minden ilyen pdrt a két részhalmaz barmelyike egyértelmien meghatdrozza.

Néhany tovabbi fontos tulajdonsag. Mint lattuk, a H C G részhalmaz lezartja H'Z | ami az eredeti részhalmaxt
tartalmazo6 zart halmaz. Ha azonban erre a ,lezart” szo6t hasznaljuk, akkor ez azt sugallja, hogy a H-t tartalmazoé
legkisebb zart halmazrol van sz6. Ez valoban igy igaz. Tekintsiink ugyanis egy H-t tartalmazé zart halmazt, amely —
mint lattuk —L7Z alakban irhato. A feltett H C P 6sszefiiggésb6l HY D L, ebbdl pedig H'PZ C LP kovetkezik; mint
sejtettiik.

A kovetkezSkben azt mutatjuk meg, hogy két zart halmaz k6z0s része is zart halmaz. Jelolje Hy N He a Hy és Hy
zart halmazok k6zos részét. Az eleve biztos, hogy Hy NHy C (H1 N Hg)JB. Tekintettel viszont arra, hogy H; N Hy
benne van a H; és Hy halmazok mindegyikében, ezért (H; N Hy)'B is benne van a (H;)?? és (Hz)”P halmazok
mindegyikében. Feltételiink szerint ezek az eredeti H; és Hy halmazok. Igy (H; N Hy)’? benne van e két halmaz
kozos részében is; amit az eredeti tartalmazéassal Osszevetve a két halmaz egyenlGségét nyerjiikk. Ez pedig éppen azt
jelenti, hogy a H; N Hy halmaz megegyezik sajat lezartjaval — tehat zart. Megjegyezziik, hogy ugyanigy bizonyithato,
hogy akdrmennyi véges szamu zart halmaz koz0s része is zart; és annak a bizonyitasa sem okoz komoly nehézséget, ha
itt végtelen sok halmazt engediink megﬁ.

A ko6zos résszel ellentétben zart halmazok egyesitése nem feltétleniil zart. (Ez a bevezet példankban valoban el
is fordult.) Tekintsiik most a H; és a Hy zart halmazok Hs = Hy; U Hs egyesitési halmazat. Ez nem kell, hogy zart
legyen, de lezartja, (H3)JB biztosan tartalmazza az eredeti két halmazt. Azt is belatjuk viszont, hogy ez a legkisebb
zart halmaz, amely az eredeti két halmazt tartalmazza. Ha ugyanis egy zart halmaz az eredeti két halmaz mindegyikét
tartalmazza, akkor tartalmazza egyesitésiiket is; marpedig azt lattuk, hogy egy halmazt tartalmazé minden zart halmaz
tartalmazza e halmaz (jelen esetben tehat Hs) lezartjat is.

Erdemes itt megjegyezni, hogy ezek az eredmények természetesen alkalmazhatoak a kiindulépontul szolgalé Galois-
elméletben. Ezaltal szamos olyan informéciohoz jutottunk a testekrdl, illetve a csoportokrol, amelyekhez nem is nagyon
kellett a testek, illetve a csoportok ,milyenségét” ismerni.

Az aldbbiakban egy maésik olyan jelenséget emlitiink meg (részletes targyaldsra itt sem keriilhet sor), amelyben
ugyancsak természetesen 1ép fel egy Galois-kapcsolat.

Polinomok és gy6kok. Tulajdonképpen mondhattunk volna polinomok helyett fiiggvényeket is; de a polinomok
vizsgalata is igen sok gondot okoz. Valojaban még az elséfoku polinomok esete sem egyszert. (Természetesen nem
egyetlen ismeretlenre gondolunk.)

Nézziink egy nagyon egyszert példat. A ,masodik” halmaz legyen V2, ami a valos szamparok halmazat jeloli. Az
,els¢” halmaz elemei pedig a kétvaltozos valos egytitthatos polinomok V(x, y] halmaza. Esetiinkben is az torténik, hogy
az els6 halmaz elemei ,hatnak” a mésodik halmaz elemein. A  hatas” a behelyettesités. A p(z,y) polinom az (a,b)
valos szampéarbol a p(a, b) szamot ,csinalja”. A kiindulé példanktol eltéréen most p(a,b) ¢ V2. Ennek ellenére itt is
van egy igen specidlis és nagyon fontos hatas, nevezetesen, amikor az eredmény 0.

Esetiinkben tehat egy p «+» P kapcsolatbdl indulunk ki, ahol p egy kétvaltozos polinom, P a sik egy pontja, ahol a p
polinom a 0 értéket veszi fel. Ez az S kiindul6 kapcsolat, amelybdl meg kell csinalni a megfelel6 G Galois-kapcsolatot.

A Galois-kapcsolatnal itt bizonyos P polinomhalmazok és bizonyos X ponthalmazokﬁ felelnek meg egymaésnak
(most tobbvaltozds polinomokra és ,tobbdimenzids tér’-beli pontokra is gondolunk). A fellépé ponthalmazokat al-
gebrai alakzatoknak, algebrai sokasdgoknak vagy algebrai varietdsoknak nevezik (azért, mert algebrai ,kifejezések”

8 Meg kell fontolni, mi torténik, ha a szereplé halmazok kdzds része iires. Ha végignéziink a bizonyitasokon, lathatjuk, hogy az iires
halmazt sehol sem zartuk ki. Esetiinkben azt kaphatjuk, hogy az iires halmaz is zart! Erdemes meggondolni, hogy ez mit jelent.
9‘]3 Az egy gbét nagy P betl, ¥ pedig nem ,szumma-jel”, hanem egy goérég nagy szigma beti.



gyokhalmazaként vannak definidlva). Ezeknek a leirasa igen fontos és roppant nehéz. Eppen ezért hasznos az a leiras,
amivel a Galois-megfeleltetés attranszformalja éket a polinomok korébe.

Ennél a Galois-kapcsolatnél olyan 8 polinomhalmazok jonnek széba, amelyek a kdvetkezé tulajdonsigokkal ren-
delkeznek:

(1) Barmely két 3-beli polinom 6sszege is -ben van.
(2) Egy P-beli polinomnak egy tetsz6leges polinommal valo szorzata is 3-ben van.
(3) Ha egy polinom valamelyik hatvanya §3-beli, akkor ez a polinom is B-ben van.

Azt, hogy minden ilyen halmaz el6 is fordul, ,Hilbert-féle nullhelytétel”-nek nevezik, de ez csak akkor igaz, ha a
valos szdmtest helyett a komplex szamtestet vessziik.

Es még vannak mas lehet&ségek is. A matematikiban szamos helyen alkalmazzak a Galois-kapcsolatot. Tudatos
alkalmazasra azonban csak olyankor keriil sor, amikor a vizsgéilt matematikai dgak 6nmagukon beliil is sok fontos
informaciot nytjtanak. Ez azt jelenti, hogy el6tte ,bele kell mélyiilni” a specialis anyagba.

A Galois-kapcsolat hasznalhaté azonban sok egyszeri esetben is. A kovetkezSkben arra adunk példat, miképpen
lehetséges ez példaul ,,adatok kezelésénél”.

Adva van objektumoknak egy K halmaza, amelyek bizonyos tulajdonsdgokkal rendelkeznek vagy nem rendelkeznek.
Jelolje G a felsorolt tulajdonsagok halmazat. Itt is azonnal adodik egy S kapcsolat: ¢ <> x azt jelenti, hogy az x
objektum rendelkezik a ¢ tulajdonsaggal.

A felépithets Galois-kapcsolatrél tudjuk, hogy tulajdonsaghalmaz <= objektumhalmaz parokbol all. Ez tehat
megmondja ,analizalja”, hogy melyek az ,0Osszetartozd” tulajdonsagok, illetve ,Osszetartozd” objektumok (nevezetesen
éppen a zart tulajdonsaghalmazok, illetve zart objektumhalmazok). Valo igaz, hogy ez az ,Osszetartozd” szonak elég
onkényes definicidja; de nem hiszem, hogy ennél jobbat ki lehet talalni.

Teljesen preciz viszont az a kérdés, hogy bizonyos megadott tulajdonsagokbol mely tovabbi tulajdonsagok ko-
vetkeznek. A H tulajdonsaghalmaz elemeibdl pontosan azok a tulajdonsagok kovetkeznek, amelyek H'Z elemei. De
megallapithatok olyan dolgok, hogy példaul az « és 8 tulajdonsédgok ekvivalensek (mit jelenthet ez?); és ebben az
esetben barmelyikiik elhagyhat6. Hasonloképpen ekvivalens objektumok koziil is elég csak egyet figyelembe venni.
Ezaltal az egész adatrendszer csdkkenthets; és igy jobban attekinthetéve valik.

Természetesen nem szabad azt gondolni, hogy ezéltal az egész kérdéskdr nagyon egyszertivé lesz. Szamitogépre
azért ennél az adatfeldolgozasnal is sziikség van; de az Osszefiiggések sokkal képszertibbekké valnak.

Végezetiil szeretném megjegyezni, hogy a matematikdban szdmos ilyen kapcsolatféle létezik. Ezek segitségével
bizonyos struktturafajtan beliil megoldhatatlan kérdéseket ,atforditottak” mésik (egyszertibb) strukturafajtara, s az
ott kapott valaszt visszaforditva az eredeti problémara, sikeriilt valaszt kapni. Nem vallalkozhatunk azonban arra,
hogy itt ilyen példakat mutassunk; mert ezek hatterében nehéz matematikai elméletek allnak.

Fried Ervin



