1. Legyen n pozitiv egész, a, b > 1, ¢ > 0 valds szamok. Bizonyitandd, hogy

(ab+e)" —c
(b+ce)r—c —

a”.

I. megoldas. A nevez$ pozitiv, mert a feladat feltételei mellett b 4+ ¢ > 1, és igy
b+e)">b+c>ec
Elegendd ennek folytan a nevezével atszorozva keletkezd
(1) (ab+c)" —c<a™(b+c)" —a"c

egyenlGtlenséget bizonyitani. Ezt teljes indukcioval tessziik. Az n = 1 esetben egyenlGség all fenn.
Jeloljiik a bal oldalt A,-nel, a jobb oldalt B,-nel. Tegyiik fel, hogy n-nek valamilyen m értékére A,, < B, és
nézziik meg, mennyivel valtozik az egyik oldal, mennyivel a masik, ha m-et eggyel noveljiik.

Apg1 — A = (ab+ )™ (ab+c—1).
Byy1— B =ad"(b+c¢)"(ab+ac—1)—a™(a— 1)c.
Az ab+ ac — 1 kiilonbségrél a konnyebb Osszehasonlitas érdekében ab + ¢ — 1-re térve, majd az elsd tag elsé és méasodik
tényezGjét egy hatvannya alakitva az utébbi kiilonbség igy irhato:
Bnt1—Bn=a"(b+c)"(ab+c—1)+a™(b+ )" (ac—¢c) —a"(a— 1)c=
=(ab+ac)™(ab+c—1)+a™(a—1)c[(b+ )™ —1].

Itt az els tag nagyobb az A,,,1 — A, kiilonbségnél, ha a > 1, mert ab+ ac > ab + ¢, a masodik pedig pozitiv. Igy
Bm_;,_l - Bm > Am+1 - Am, azaz Bm+1 - Am_;,_l > Bm - Am

Indukcios feltevésiink szerint a jobb oldal nem negativ, igy a bal pozitiv. Ezzel azt lattuk be, hogy ha (1) teljesiil egy
n értékre, és a > 1, akkor minden nagyobb értékre méar szigoru egyenlétlenség érvényes (1)-ben.

Mivel n = 1-re egyenlGség &ll (az eredeti egyenlStlenségben minden a, ¢ és 0-t6l kiilonb6z6 b értékre), igy (1)-ben
és az eredeti egyenl6tlenségben is a < jel érvényes minden 1-nél nagyobb n egészre és 1-nél nagyobb a-ra.

Ha a = 1, akkor egyenl6tlenségeink egyenlGségbe mennek at. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk, és tisztaztuk azt
is, hogy milyen esetekben all fenn egyenlgség.

II. megoldas. Feltehetjiik, hogy n > 1 és a > 1, mert n = 1 esetén a két oldal egyenls, barmi is a, és hasonldéan
egyenlGség all fenn a = 1 esetén minden n-re.
Az (1) egyenl6tlenséget bizonyitjuk. Rendezziik at a kovetkezs modon:

(2) c(@” —1) <[a(b+ )" — (ab+c)".
Alkalmazzuk mindkét oldalra az n > 2 esetén érvényes
Up — Up = (u — v)(u”fl Fu" 4. w2+ v”fl)
azonossagot. A jobb oldalon az alapok kiilonbsége c¢(a — 1), igy a bizonyitandoé éllitas a kovetkezd alakot oOlti:

cla—D(@" a2+ ... +a+1) <cla— D@ b+e)" 4+
+a" (b4 )" *(ab+ )+ ...+ alb+c)(ab+ )" > + (ab+¢)"'].

Itt a vizsgalt esetben c(a — 1) pozitiv, a zarojel j-edik tagjaban pedig a’ a bal oldalon 1-gyel van szorozva, a jobb
oldalon viszont
ab+c>b+c>1

folytan 1-nél nagyobb szammal. Az utolséd egyenlGtlenség tehat a vizsgalt esetekben szigoru egyenlGtlenséggel helyes.
Csupa ekvivalens atalakitast végeztiink, tehat a bizonyitando6 egyenlGtlenség is szigori egyenlGtlenséggel érvényes,
kivéve, ha n = 1, tovabba ha a = 1. Ezzel az el6z6 megoldasban is nyert, valamivel élesitett allitast nyertiik.

Megjegyzések: 1.Figyeljik meg, hogy mind a nevezd pozitiv voltanak a belatasanal, mind az (1) egyenlGtlenség
bizonyitédsanal csak annyit hasznéltunk, hogy b+ c > 1, b > 0, igy elég lett volna csak ennyit tenni fel b > 1 helyett.

2. A (2) egyenl6tlenséget belathatjuk gy is, hogy a jobb oldalt a binomialis tétel szerint kifejtjik és a b egyenls
hatvanyait tartalmazé tagokat 0sszevonjuk. Ekkor a legmagasabbfoku tag kiesik, a kévetkezs

na" 1" a - 1)c,



a tobbiben porzitiv tényezdk a* — 1-gyel vannak szorozva (k = 2,...,n), ami pozitiv.
A bal oldalt a fenti modon alakitva szorzatta (a — 1)c szorzdja egy n-tagu Osszeg, aminek a tagjai a-nak n-nél
kisebb kitevsji hatvanyai, és igy nem nagyobbak a”~!-nél, tehat ™ 16" !-nél sem. Az egyenlStlenség tehat teljesiil.

II1. megoldas. A feladat annak a belatasat kivanja, hogy a

(bx+c)" —¢

Plz) =a" - (b+c)r—c

polinom olyan fliggvényt allit el§, amelyik nemnegativ, ha x értéke legalabb 1.

Ha n =1, akkor a 0 polinommal van dolgunk, hacsak b # 0.

Ha n > 2, akkor P(1) = 0. Igy az 4llitas bizonyitasihoz elég azt megmutatni, hogy a fiiggvény novekszik, z > 1,
ehhez pedig azt, hogy a derivaltja pozitiv ezekre az értékekre. A derivalt

blbx + c>"‘1> _n(E bt o) — e —bbr + ")

P'z)=n (wn_l - (b+c)r—c (b+c)r—c

A nevezdére a binomidlis tételt alkalmazva

(b+o)"—c=b"+nb" e+ ...+ —c>b"+nb" le—c=
=b" 4 (nb" ' —1)e>b" > 0.

A szamlalot igy irhatjuk:
n(b[(bx+cx)* " — bz +c)" 4+ [(b+e)" T = 1)]).
Itt, mivel n > 2, x > 1ésb+c> 1,
br4+cx>br+c>b+c>1,

tehat az elsS kiilonbség nemnegativ, a masodik pozitiv, és igy a szamlalo is pozitiv, tehat P’ is, és ezt akartuk belatni.

2. Eqgy konvex testnek két haromszdglapja és harom négyszoglapja van. Kossik dssze az eqyik haromszdoglap mindegyik
csucsdt a vele szemkdzti négyszoglap dtloinak metszéspontjdval. Bizonyitsuk be, hogy a hdrom egyenes egy ponton megy
dt.

Megoldas. Meg kell hataroznunk a test alakjat. Egy négyszoglap éleihez csatlakozik mind a négy tovabbi lap.
Mivel a test konvex, igy a testet a négyszoglapok sikjai altal hatarolt egyik konvex térrészbsl a haromszoglapok sikjai
metszik ki.

1. dbra

Ez a térrész egy triéder (haromoldalu testszoglet, amelyiknek a lapszogei 180°-nél kisebbek), vagy végtelen, harom-
oldala hasab (1.dbra). Ennek a hatarlapjain a tovabbi két metsz6 sik kozott négyszogeknek kell keletkezniiik, tehat a
két sik metszésvonalanak a térrészen kiviil kell lennie, vagy parhuzamos a két sik. A haromszoglapoknak tehéat nincs
kozos pontja.

Legyenek ezek a lapok A1 B1C1 és AsB2Co, a tovabbi élek pedig Ay As, B1Ba, C1Cy (2. dbra). Jeldljik a By BoCaCh,
0102A2A1, A1A2B2B1 lapok atloinak a metszéspontjat rendre Ag, Bg, C’g—mal, és nézzik az A1A3, BlBg, 0103
egyeneseket.



2. abra

Az Ay B1Cy sikmetszet B;Cy oldalanak bels§ pontja As, A;Cs-nek pedig Bs, igy A; As és By B metszi egymast a
haromszog belsejének egy M pontjaban. Hasonloéan lathatd, hogy C1C3 is metszi A; Ag-at is, By Bs-at is.

Az Ay B1C5 siknak egyik oldalara esik C7, a mésikra Ay és Bs, tehat Cy és Cj is ellenkezd oldalara esik. C7Cs-nak
tehat egy koz0s pontja van a sikkal, és igy csak akkor metszheti A; As-at is, By Bs-at is, ha ez a pont M. A harom
egyenes tehat egy ponton megy keresztiil, és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések: 1. A megoldast tébben arra a tételre hivatkozva fejezték be, hogy ha harom egyenes paronként metszi
egymaést, akkor vagy egy sikban vannak, vagy egy ponton mennek keresztiil. Ez igaz harom helyett akdrhany egyenesre,
és igy lathaté be. Ha egy ponton mennek at az egyenesek, akkor igaz az allitds. Ha ez nem 4ll, akkor vegyiink egy
P metszéspontot. Egy e egyenes, amelyik nem megy at P-n, a P-n atmend egyeneseket (tehat legalabb két egyenest)
P-t6l kiilonb6z6 pontban metsz. Ekkor azonban a P-n 4tmend egyenesek benne vannak a P és e altal meghatarozott
sikban. Ebben a sikban minden tovabbi egyenes is benne van, hiszen kiilonb6z6 pontokban metsz legalabb két P-n
atmend egyenest.

2. A feladat megoldasaban valojaban harom metszd sikrol van szo, az A3 B;Cy haromszogeén kiviil az A; BoCy és az
Ay B1Cy haromszog sikjarol. A fenti megoldas egy véltozatahoz jutunk, ha azt latjuk be, hogy A1 As, B1B3 és C1Cs
ezek kozil rendre két-két sik metszésvonala, és ezek nem lehetnek parhuzamosak.

3. Bar a megoldas soran ismételten hivatkoztunk a test konvex voltara, ez toébbnyire csak bizonyos metszéspontok
létrejottének a biztositasahoz kellett. Felmeriil a kérdés, hogy ez nem biztosithato-e egyszertibb feltételekkel is. Ennek
végiggondolasat az olvasora hagyjuk.

4. A feladat megfogalmazhato sikbeli feladatként, csak azt kell figyelembe venni, hogy a test alakjat vizsgalva
arra jutottunk, hogy A; As, B1Bs és C1C2 egy ponton megy keresztiil, vagy parhuzamosak. A feladat tehat igy szol:
Az A1 Ay, B1Bs, C1C5 egyenesek egy ponton mennek keresztiil, vagy parhuzamosak. A; Bs és By A, B1Cs és C1Bo,
C1 Az és A;Cy metszéspontjat sorra Cs, As, Bs-mal jelolve bizonyitando, hogy A; Az, B1Bs és C1C5 egy ponton megy
keresztiil, vagy parhuzamosak. (Feltessziik, hogy As, Bs és Cj5 létrejon.) Bizonyitasra kényelmes Gt az abrat egy térbeli
alakzat vetiileteként felfogni. Egy sikban maradé bizonyitas igen nehéznek latszik.

3. Adott a sikon 998 piros pont, semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Ezekhez gy jelolink ki kék pontokat, hogy
minden olyan hdaromszog belsejében, amelynek csiucsai piros pontok, legyen kék pont. Melyik az a k pozitiv egész szam,
amelyre teljesil, hogy k kék pont felhaszndldsdval ezt mindig meg lehet tenni, de van a piros pontoknak olyan elhelyezése,
aminél k — 1 pont nem elég?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy a keresett szam 1991; altaldban n piros pont esetén, ahol n > 3, 2n — 5 kék
pontra sziikség lehet, tobbre nem.

P

3. dbra

El6szor olyan P;, @ = 1,2,...,n pontrendszert adunk meg, amelyikhez legalabb 2n — 5 kék pontra van sziikség. Egy
P, P, P; haromszogbe rajzoljunk példaul egy Ps-bol induld, a P, P, oldal egy bels6 pontjaig mend korivet, és ennek a



belsejében jeloljiik ki sorra a tovabbi n — 3 pontot (3. dbra.) Ekkor a P1P;P; 11, PoP;Pii1 (3<i<n—1)ésa P PP,
haromszogek koziil semelyik kettének sincs kozos belsé pontja, tehat mindegyik belsejében kell kék pontnak lennie.
Igy legalabb

2ln—-3)+1=2n-5

kék pontra van sziikség.

Legyen most Py, Ps, ..., P, tetszés szerinti piros pontrendszer. Eljarast adunk a kék pontok elhelyezésére. Valasz-
tunk egy e egyenest, amelyik nem parhuzamos semelyik P; P; egyenessel, és egy elég kis d tavolsagot, példaul kisebbet
az 0sszes piroscsicst haromszog magassagainél. Ez lehetséges, mert csak véges sok pontpar és véges sok haromszog
van.

Huazzunk most mindegyik P; ponton at egy e-vel parhuzamos e; egyenest. Ekkor lesz olyan e,,, amelyiknek az egyik
oldaladn nincs piros pont, és olyan e,, amelyiknek az e,-t nem tartalmazé oldalan nincsen.

Ezeken az egyeneseken nincs piros pont P,-n, illetéleg P,-n kiviil, mert nincs harom egy egyenesen levé piros pont,
e valasztasa szerint pedig ezeken az egyeneseken kett6 sem lehet. Minden tovabbi e; egyenes metszi a P, P, szakaszt,
ami a pontrendszer konvex burkanak a belsejében halad.

Helyezziink egy-egy kék pontot minden olyan P; kezdSpontu félegyenesre P;-t6l d tavolsdgban, amelyiknek van koézos
pontja a konvex burok belsejével. Ezzel a feladat kdvetelményeit teljesitettiik. Egy piros csticsi hdromszog csicsain at
hazott egyenesek ugyanis kiilonboznek az oldalegyenesektdl. Igy az egyik egyenes valamelyik félegyenesének van kozos
pontja a haromszog belsejével. Az ezen kijelolt kék pont d valasztasa folytan a héromszog belsejében van.

Szamoljuk Gssze a kék pontokat. Két-két kék pontot helyeztiink a konvex burok belsejében levd piros pontok
kozelébe, egyet-egyet a konvex burok hataran levé piros pontokhoz, kivéve P, és P,-t, amikhez nem helyeztiink kék
pontot. Jeloljiik b-vel a konvex burok cstcsainak szamét. A burok oldalszakaszainak belsejében nem lehet piros pont,
igy a burok belsejében n — b piros pont van. A kék pontok szama tehat

2n—=b)4+b0—-2=2n—-0b—-2<2n-—>5.

Ezzel a bizonyitandé allitds masodik részét is belattuk.

Megjegyzések: 1. Parhuzamos egyenesek helyett valaszthatunk egy O pontot a konvex burkon kiviil agy, hogy ne
legyen rajta semelyik P;P; egyenesen se, és az e; = OF; egyeneseken helyezziik el a kék pontokat a fenti el6iras szerint.

2. Konnyen lathato, hogy az altalanos esetben is sziikség van 2n — b — 2 kék pontra. Ez kovetkezik, ha belatjuk,
hogy barhogyan is bontjuk a pontok konvex burkat olyan haromszogekre, amelyek koziil semelyik kettének nincs kozos
bels6 pontja, a haromszogek szama mindig 2n — b — 2. Ez akkor is igaz, ha lehet ketténél tobb pont is egy egyenesen,
csak nem mind.

Létezik a kivant tulajdonsagu felbontas. Egy ilyenhez juthatunk példaul dgy, hogy a pontrendszer konvex burkat
haromszogekre bontjuk egy csicsbol induld atlokkal, majd vesziink egy-egy pontot, amelyik nem csiicsa megrajzolt
haromszognek, és 6sszekotjilk az 6t tartalmazd haromszog vagy haromszogek csicsaival. Véges szamu pont esetén igy
véges szamu lépésben kivant tulajdonsagua felbontashoz jutunk.

Egy kivant tulajdonsagu felbontas haromszogeinek szamat h-val jelolve ezekben a szbgek Osszege h - 180°. Ezeknek
a szogeknek a cstcsai pontrendszeriink pontjai. A konvex burok belsejében levs pontok mindegyike koriil 6sszesen 360°
keletkezik (a felbontastol fiiggetleniil). A konvex burok hataran levs pontok koril keletkezs szogek Gsszege viszont egy
b-szog szogeinek dsszegdl, ami (b — 2) - 180°. gy

h-180° = (n —b) - 360° + (b—2) - 180°, tehdt h=2n—b—2,

amint allitottuk.

! Ha egy sokszdg oldalszakaszain tovabbi pontok vannak, és ezeket is csicsoknak tekintjiik egyenkeént 180° belss szdggel, akkor a szogek
Osszegére vonatkozd formula nyilvanvaléan érvényben marad.



