A szogfiiggvények tanulasakor bizonyéra sokaknak felttinik, hogy a 360° tort részeinél — kivéve 90° tobbszoroseit
— valamelyik szogfiiggvény értéke nem racionalis szam. Az, hogy ez mindig igy van, nem tal nehéz ,felsébb algebrai”
modszerekkel bizonyithato. Az e modszerekhez sziikséges ismeretek viszont tobb honapos elGkészitést igényelnek az
egyetemi oktatasban.

A fenti allitas lényegében [ a kovetkezot jelenti:

Ha egy derékszogid hdromszdg oldalainak az ardnya raciondlis szdm, akkor (hegyes) szbgeinek semmilyen raciondlis
tobbszorose sem lehet 360°.

El6szor azzal a specialis esettel foglalkozunk, amikor a haromszog oldalai 3, 4 és 5 egységnyiek. Tekintsiik azt az «
szoget, amelyik a 3 egységnyi oldallal szemben fekszik. Erre:

4 , . 3
cos o= o és sina = .

Feladatunk annak a vizsgalata, hogy a-nak van-e olyan racionélis t6bbszorose, amelyik 360°; méas széval, létezik-e
olyan m pozitiv egész szam, amelyre n -« a 360°-nak egész szamu tobbszorose. Ez azzal ekvivalens, hogy sin(n-a) = 0.
Ki kellene tehat szamitani o t6bbszordseinek a szinuszat. Ezt egymas utan meg is lehet tenni; de a szdmolashoz sziikség
van e szogek koszinuszara is. A rekurzios képlet:

4 3
cos((n + 1)a) = cos(na) cos o — sin(na) sina = R cos(na) — R sin(na)
4
sin((n 4+ 1)a) = sin(na) cos a + cos(na) sina = R sin(na) + R cos(na)
alapjan szamoljuk ki az els6 néhany értéket. A torteket elkeriilendd célszert meggondolni, hogy mi all majd az egyes
nevez6kben. Az (n+ 1) - « esetében kapott nevezsk ugy keletkeznek az el6z6 lépésben kapott nevezSkbol, hogy azokat

még b-tel szorozzuk. Eszerint a nevezfk sorra 5-nek eggyel nagyobb hatvanyai lesznek. Elég tehat a szamlalokat
meghatarozni. Jeloljiik ezeket c,-nel, illetve s,-nel; azaz legyen:

C S
cos(n - a) = 5—2 és sin(n - a) = 5—2 .
Most felsoroljuk c¢,, majd utana s, értékét n =1, ..., 10 esetén:

4,7, —44, —527, —3116, —1173, —16 124, 164833, 1721764, 9653 287;

illetve:
3, 24, 117, 336, —237, —10296, —76443, —354144, —922077, 1476 984.

Azt kell belatni, hogy ezekben a sorozatokbarl] (pontosabban szolva a masodik sorozatban) sehol sem all 0. Lat-
hatjuk, hogy ezek a szdmok nemcsak 0-t6l kiilonbdzéek, hanem egyikiik sem oszthaté 5-tel. Mivel pedig a nevezd 5-nek
egy hatvanya, ezért a hanyados més egész szdm sem lehet. Mivel az 5-tel valo osztas maradéka csak Gtféle lehet, ezért
varhato, hogy ennek a bizonyitasa kénnyebb is, mint annak a megmutatésa, hogy e szdmok egyike sem 0. Nézziik most
sorban azt, hogy e szamok mit adnak (legkisebb pozitiv) maradékul, ha 5-tel osztunk:

n=12345678910
cpnmodb=421342134 2
sp,mod5=342134213 4

Lathato, hogy a ¢,mod 5, s,mod 5 szamparok négyesével ismétlddnek. Mivel az els6 négy szampéarban s, mod 5 #
0, ezért az allitas igaznak ttinik.

Az altalanos eset vizsgalata el6tt figyeljiik még meg, hogy ,,miképpen” késziil egy szampér az el6z6 szampéarbol.

Lathatjuk, hogy az,,s,mod 5 sora” csak abban tér el a ¢, mod 5 soratol, hogy ahhoz képest eggyel jobbra van tolva.
Ez azt sugallja, hogy a képzési szabaly ,,egységes”’. Mivel az 1 utan 3 all, ezért ugy latszik, hogy mindegyik szam az
el6z6nek ,lényegében” a haromszorosa. Valoban:

3-4=2-5+2  3.2=1-5+1; 3-1=0-5+3;  3-3=1-5+4.

Altaldban csak azt fogjuk vizsgdlni, amikor az adott sz6g tangense raciondlis szdém.
Igy megengedjiik azt is, hogy a szerepls derékszogl haromszog atfogdja ne legyen egész.

! Matematikaban olyankor hasznalatos a ,,lényegében” sz6, amikor a két allitas ,néhany” esettdl eltekintve ugyanaz; ezeknek a végignézése
azonban annyira meghosszabbitana a targyalast, és megzavarna a folyamatossagot, hogy célszertibb valamit felaldozni a precizitasbol. Most
persze meg kellene magyarazni azt is, hogy mit jelent a ,,néhany”. Gondolom, ezt azért ,lényegében” mindenki érti.

2A sorozat szamait egy ,, TT1-74 BASICALC” zsebszamitogép segitségével szamoltam ki, igen rovid id6 alatt, a kovetkezs ,,BASIC”
programmal: 100 C =1:5 =1-110 FOR I =1 T0 10 — 120 X = 4xC-3%S : S =3xC+4%S:C = X — 130 PRINT "c=";C;"s=";S:PAUSE
— 140 NEXT [ — 150 END.



Tekintsiink tehat egy olyan derékszogl haromszoget, amelynek befogdi egész szamok [ Jelolje e befogdkat c és s; és
legyen « a ¢ hosszisagu oldal melletti szog. Feltehets, hogy ¢ és s relativ primek; ellenkezé esetben legnagyobb k6zos
osztéjukkal mindegyikiiket elosztva ugyanazt a szoget kapjuk. Hasznalni fogjuk még a D = ¢* + s jelolest is. Ekkor
az n - a szinuszara és koszinuszara a kovetkezéket kapjuk:

. Sn
sin(n-a) = ——=— és cos(n-a)=

(VD)

Az addiciés formulét felhasznalva azonnal adédnak az alabbi rekurzids Osszefiiggések:

Cn+1 =Cp " C1 — Sp * 81 és Sp4l = Cp * 81+ Sp - C1.

Ha tobb esetet megprobalunk, akkor az az érzésiink alakulhat ki, hogy, D-vel val6 oszthatésdg szempontjabol”
olyan, mintha ¢,+1 a ¢,-nek és s, 41 az s,-nek a 2 - ¢; szerese volna.
Eppen ezért kiszamitjuk a c¢,41 —2-¢1 - ¢ €S az sp41 — 2 - ¢1 - Sp, értékét az n > 1 esetre:

2, .2
Cntl —2+C1 Cp=—Cp-Cl —8p-81=—Cp1-(c{+8])=—ch_1-D,

2, .2
Sn41—2+C1 8y =Cp-81—8p €1 =—8p—1-(c] +87) = —8p—1-D.

(Ha ¢, -t és s,-t n = O-ra agy definidljuk, hogy c¢o = 1, so = 0, akkor a fenti formulék az n = 1 esetben is érvényesek.)
Eszerint a kévetkezé rekurziot kaptuk:

cny1=2-¢c1-¢cn—D-cp_1, Spy1=2-c1-8,—D-sp—1, han>0.

Most két esetet kiilonboztetiink meg. Az érdekesebb eset az, amikor D-nek van egy p paratlan primosztdja. Ekkor
teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy n > 1 esetén s, nem oszthatod p-vel.

Az n =1 esetben D = c% + sf. Ha p osztéja lenne s;-nek, akkor ebbdl azonnal kovetkezne az is, hogy ci-et is
osztand, ami azért lehetetlen, mert c-t és s-t relativ primeknek véalasztottuk. Ugyanigy lathato be az is, hogy p a c;-nek
sem lehet osztdja. Mivel so = 2 - 51 - ¢1 és p paratlan, ezért p nem osztja so-t sem.

Tegyiik most fel, hogy p nem osztja si-t, ahol k > 1. Mivel p paratlan és ci-nek sem osztdja, ezért nem lehet
osztoja 2 - ¢1 - Sp-nak sem. D-nek viszont osztéja; amib6l s,+1 = 2-¢; - s, — D - s,—1 alapjan kovetkezik, hogy p az
Sk+1-€t sem osztja.

Egyetlen eset maradt ki; amikor D = 2* valamely pozitiv egész k-ra. Ekkor persze ¢ +s2 = 2% Itt ¢ és s egyike sem
lehet péaros, mert akkor ebbdl az Gsszefiiggésbdl az kovetkezne, hogy a masik is az; ami ellentmond annak a feltételnek,
hogy s és c relativ primek. Igy mindketten paratlanok. Ismeretes, hogy paratlan szam négyzete 8-cal osztva l-et ad
maradékul, azaz D 2-t ad maradékul a 8-cal val6 osztasnal. Eszerint D nem oszthaté 4-gyel, vagyis D = 2. Ez az eset
tényleg . kivételes”, mert ekkor o = 45° és ennek a szognek van olyan t6bbszorose, amelyik 360°

3Természetesen ennek igy nincs értelme; arrél van sz6 csupan, hogy a befogok aranya racionalis szam.
4A komplex szamok felhasznalasaval ez a bizonyitas még egyszertibben mondhato el.



