Sok matematika konyv egymastol eltérGen definidlja az exponencidlis fiiggvényeket.

Példaul: Matematikai Feladatok Gytjteménye (Tankonyvkiado 10121/I1. 188. old.): ,az olyan kifejezéseket, ame-
lyekben a hatvany alapja is és kitevgje is valtozo, csak abban az esetben értelmezziik, ha az alap pozitiv”.

Racz: Matematika II. 19. old.: ,,Az alaptol fiiggGen négy fajta exponenciilis fiiggvény létezik”, 07, 1%, 5%, ha b >
1, illetve 0 < b < 1.

Hajnal-Nemetz—Pintér: Matematika III. (Fakultacio B), (Tankonyvkiado 13331/B. 252. old.): ,h: R = R, h(z) =
a® (a > 0,a # 1) figgvényeket exponencialis fliggvényeknek nevezziik.”

Ezek kétségteleniil azok, de vajon csak 6k az exponencialis fiiggvények? Hiszen a mértani sorok kapcsan vizsgaljuk
példaul a mh—>n<lo q” hatérérték létezését minden |g| < 1 esetén.

Ko6vessiik nyomon az exponencialis fiiggvény fogalmanak kialakitdsat. Az altalanos iskolaban elGszor a pozitiv egész
kitev6ji hatvanyokkal talalkozunk. Itt az alap nem keérdéses, a” (k > 0 és egész) k darab a szorzatat jelenti. Ha x
pozitiv egész, az x — a” fiiggvény grafikonja diszkrét pontok halmaza (1.dbra).

X — a¥ x>0A xEN

a>1 a=1 O<a<! a=0
11.." 11...-0 1...'. 1
u"'é’u"'s"i*ﬁ sj—'ﬁ :

Vizsgalva az azonossagokat, belattuk, hogy

k, 1> 0 és egeész, akkor a* - a' = o, (a-b)* =a* v,
k>1 a#0, b#£0, d*:d =d" 7, (a:b)k =ak: b
(@) = !

Az értelmezést ki akarjuk terjeszteni a 0 kitevsji hatvanyra a fenti azonossdgok megmaradéasaval. Legyen k pozitiv

egész, a fenti azonossagok alapjan ab-a® = a” egyenlGségnek teljesiilnie kell, azaz ak (ao—l) =0,a-a-...- a(ao—l) =0.
k db

Ha a # 0, ez az egyenlSség akkor és csak akkor igaz, ha megallapodunk az a® = 1 (ha a # 0) definicioban. Ha a = 0, az

egyenlGség az utolsd tényezs tetszbleges értéke mellett is teljesiil, ezért 0”-nek az x = 0 helyen nem adunk helyettesitési

értéket.

Az egész kitevGji hatvany fogalmahoz ismét a felsorolt azonossagok permanencidja révén jutunk. Ha k > 0 és egész,
a*-a7% =a° haa # 0, amely akkor igaz, ha a k= —, vagyis a 0-tdl kildnbozd alapok esetén minden egész kitevdji
hatvdnyt értelmezhetink. A 0-nak eddig csak pozitiv egész kitevGjd hatvanyat sikeriilt definidlnunk. A fliggvények
grafikonja most is diszkrét pontok halmaza, de igen jellemz6 tulajdonsagokkal (2. dbra).

X —qF

xezi a1 xeziaﬂ X€Z,10<0<7 x€N10=0

L ... - [ 1

\d n'd ‘ +

1

xezia«z
e A

2. abra

I [

o

]

xé‘Zi— I<a<0 xez,laz-l

A hatvany fogalmét racionélis kitevére ismét a felsorolt azonossagok permanencidja alapjan terjesztjiik ki. Ha p és
q egész, q # 0, példaul op/4 hatvanyt g-adik hatvanyra emeléssel konnyen vissza lehet vezetni egész kitevGs hatvanyra, s



igy a célszertd definicié: oP/4 — /2p_ Itt azonban fellépnek mar értelmezési nehézségek. Nem szoktunk negativ kitevsjd
gyokoket alkalmazni (bar vannak orszagok, ahol ezt megteszik), de ezen konnyen lehet segiteni: p < 0 és ¢ < 0, illetve

a

p>0és g <0 esetén 2—? = _p miatt el lehet érni, hogy a gyokkltevo pozmv legyen Nagyobb gond van a a?/? = ¥/ap

halmazén. Masreszt a?/ ‘ = a(zp)/ 2a) — \/_ , tehat valos szam. Tehat vagy el kellene fogadnunk, hogy a tortkitevs
nem bdévithets, ami aligha lenne célszerd, vagy le kellene mondanunk a negativ alap raciondlis kitevSjd hatvanyainak
értelmezésérdl (ha a racionélis kitevs nem egész). Az utobbit szoktuk tenni. A kiilonboz6 alapok esetén exponencialis
fiiggvényeink a legb&vebb értelmezési tartoméanyon a kovetkezs grafikonokat adjak (8.dbra):
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3. dbra

Részletesen vizsgalva fiiggvényeinket, megallapithatjuk, hogy koziiliik szigorian monoton né a”, ha a > 1, szigorian
monoton fogy, ha 0 < a < 1, konstans értéki, ha ¢ = 0 vagy a = 1, nem monoton, de kdlcsonosen egyértelmi, ha
—1 < a <0 vagy a < —1, nem monoton s nem is kolcsonosen egyértelmid, ha a = —1.

Az irracionalis kitevGji hatvany célszerd jelentését keresve az el6bbi azonossigok alkalmazaséaval nem tudjuk a
feladatot racionalis kitevGjd hatvanyra visszavezetni.

2V2. 94 — gV2+a (ha ¢ racionalis, ¢ + V2 irracionalis),

(2‘/_)‘1 = 91V2 (qx/ﬁ raciondlis ¢ esetén vagy 0, és akkor érdektelen, vagy irracionalis).

Itt a monotonitds megmaradasat érdemes megkdvetelniink. Meg lehet mutatni, hogy ekkor az azonossagok is
megmaradnak.

Ha r irracionalis szam, tekintsiik a racionéalis szamokbol all6 ¢, — r szamsorozatokat, akkor a > 0 esetén az a?"
sorozat konvergens, és legyen nh_)n;o a? = a". (Meg kell kovetelniink, hogy a ne lehessen negativ, hiszen negativ alapnak

csak egész kitevGjd hatvanyait sikeriilt értelmezniink, s a ¢, sorozat nem &allhat csupa egész szambol). a = 0 esetén
nincs probléma, ha g, elemei pozitiv szamok, tehat a 0 pozitiv irraciondlis kitev6ji hatvanyait is értelmezni tudjuk.
S6t, lehetve valik 0° hatarértekkel valo definicioja is. (Ez azonban az irodalomban eltérs eredményekhez is vezet. Ha
t.i. 09" (g, pozitiv racionéalis) sorozatot valasztjuk, ennek hatarértéke 0. Viszont

lim 2% = lim e
z——+0 z~>+0 z—+0 z—+0

Altalaban inkabb az utobbi az elfogadott.)

Osszefoglalva tehat:
minden valos kitevére értelmeztiik az x — a” fliggvényt, ha

(1) a > 1, ekkor a fiiggvény szigorian monoton nd,

(2) a =1, ekkor a fiiggvény konstans,

(3) 0 < a < 1, ekkor a fiiggvény szigoruan monoton csokken, minden pozitiv valds kitevére (és 0 kitevore)
értelmeztiik

(4) a = 0 esetén, a fliggvényértéek pozitiv kitevére 0 (0 kitevire az értéke 1); egész kitevskre értelmeztiik az x — a®
fliggvényt, ha

(5) -1<a<0,

(7) vagy a < —1,
pontsor ,tartoja” paros kitevére (—a)®, paratlan kitevére —(—a)® grafikonja;

(6) a = —1, ekkor a fiiggvény paros helyeken 1, paratlan helyeken —1 értéket vesz fel. A kiilonboz6 alapt expo-
nencialis fliggvényeket az alaptél fliggden leghGvebb értelmezési tartomanyukon a 4.dbra szemlélteti.

} ekkor a fiiggvény kolcsonosen egyértelmid hozzarendelés, a grafikon pontjai diszkrét pontok, a



X +—g*

xC€R,1a>1 x€R,ja=1 XER]0<a<! XERVAXZ0, a=0
1 2
' e ° R & i

[ 5 1

1 - .. . d
-+i ’ éD ¢ .ﬂ‘_: * ’ ' * . §
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Lassunk néhany példat:
2)* > 5, x csak egész lehet és paros; teljesiil, ha = > 4.

2)* > =7, x csak egész lehet; igaz, ha x < 3, vagy = > 3 és paros.

0,5)% < 2, x csak egész lehet; teljesiil, ha < —1 és paratlan,vagy = > 0.
0,5)* > —1, x csak egész lehet; igaz, ha x > 0, vagy = < 0 paros .

Erdemes szemiigyre venniink az = — % fiiggvényt a legb6vebb értelmezési tartomanyan. A gondot az értelmezési
tartomany okozza: x > 0 esetén a kitevd barmely valés szdm lehet, z < 0 esetén csak egész szam. x = 0 pontban
nincs helyettesitési érték, viszont van jobb oldali hatarérték, ami 1. (Ezért célszert 0°-t az x® fiiggvény jobb oldali
hatarértékével definialni.)

Vizsgaljuk meg a fliggvény menetét. A pozitiv szamok halmazan — némileg meglep6 modon — a fliggvény el6bb
monoton fogy, majd helyi minimum utan végig szigortan né:
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f(i[]) — % In 17 f (JJ) — % In m(ln .’IJ+1),
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Inz+1<0, ha 0<z< 2 ekkor f(x) fogy;

1
In z+1>0, ha 2> —, ekkor f(z) ns;
e

1
helyi minimumat felveszi, ha x = — (5.dbra).
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Mindenesetre, ha 0 < z < 1, f(z) < 1, bar ezen az intervallumon nincs kolcsénos egyértelmiség. Viszont z > 1/e
vagy © < 0 esetén mar van, bar a fiiggvény csak x > 1/e esetén szigort monoton n6éve. (Szép példa arra, hogy a szigora
monotonitas a kélcsonosen egyértelmiségnek elégséges, de nem sziikséges feltétele.)

Neémileg masképpen alakul a helyzet, ha a g(z) = (z — 1)””rl fiiggvényt elemezziik a lehets legbGvebb értelmezési
tartomanyan. Ez: az 1-nél nagyobb valds szamok, 1 és az 1-nél kisebb egész szamok.

Ha x — 1> 1, azaz = > 2, akkor a kitevé x + 1 > 3;

1-nél nagyobb szamok 3-nal nagyobb hatvanyai mind nagyobbak 1-nél.

Ha z — 1 =1, azaz z = 2, akkor = 4+ 1 = 3, a fiiggvény értéke 1.
Hal0<zx—-1<1l,azaz 1 <z < 2,akkor 2 <z +1 < 3;



0 és 1 kozotti szamok 2 és 3 kozé esé hatvanyai pozitivak és kisebbek 1-nél.
Ha z —1=0, azaz z = 1, a kitevs 2, a fliggvény értéke 0.
Ha x — 1< 0, azaz = < 1, g csak akkor van értelmezve, ha = egész szam.

Léassunk tovabbi példakat.

2. Oldjuk meg az (z — 1)9”2*4”” =1 egyenletet.

Ha z —1>1, azaz © > 2, a kitevs 0 kell legyen, ez a megengedett kiindulasi hal-
mazon z = 4.

Ha x — 1 =1, azaz ¢ = 2, a kitev§ a kiindul4asi halmaz tetszGleges eleme, de
mert az egyelemd, r = 2.

HaO0O<x—1<1,azaz 1 <z < 2, a kitev6 0 kellene, hogy legyen, de a kiindulasi
halmaznak nincs ilyen eleme.

Ha x — 1 =0, azaz = = 1, a kitev§ pozitiv kellene legyen, tehat nincs megoldas.

Ha -1 <2z—-1<0,azaz 0 <z < 1, a kitevs egész és 0 értékt, a kiindulasi hal-
mazon nincs megoldas.

Hax —1= -1, azaz = =0, a kitev6 paros egész, tehat x = 0.

Ha x — 1< —1, azaz x < 0, a kitevs egész és 0 értékd, a kitevének a kiindulési
halmazon nincs 0 helye. Végiil is az egyenlet megoldasai: z =2 és x = 0.

3. Oldjuk meg az (z — 1)* 4% = (z — 1)2"+24 egyenletet.

Ha az alap pozitiv és #£ 1, azaz x > 2, illetve 1 < x < 2 esetben a kitevék
tetszéleges, egymassal egyezs valos szamok: z2 + 4o = 22 + 24, azaz
(x—4)-(x+6) =0, tehat x = 4.

Ha az alap 1, azaz © = 2, a fliggvény konstans, az egyenlGség a kitevsktsl fiig-
getleniil teljesiil, x = 2.

Ha az alap 0, tehat x = 1, a kitevd tetszdleges pozitiv szam, x = 1 esetén
22 442 >0 és 2o + 24 > 0, tehat = = 1.

Ha-1<z—-1<0Ovagyr—1<—-l,azaz 0 <z <1lvagyz <0, a
kitevs csak egész lehet, az ilyen alapu exponencialis fiiggvény egyértelmd,
tehat az egyenldség teljesiiléséhez a kitevGknek meg kell egyezni: ezen a
kiindulasi halmazon egy ilyen gyok van: x = —6.

Ha x — 1= —1, azaz x = 0, a kitevSknek egészeknek kell lenni és egyez6
parossagunak, mivel ez teljesiil, z = 0 megoldas.

Az egyenlet gyokei a valos szamok halmazan: 4,2, 1,0, —6. [gazsaguk behelyettesitéssel konnyen ellenérizhets.

4. Oldjuk meg az egyenlStlenséget: (z2 — 9z + 18)’”2_1%'|r32 < 1.
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Ilyen alap esetén az egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha a kitevd negativ:
2 — 122+ 32 < 0, azaz, ha {4 <z < 8} = F}.
A megoldas els6 részhalmaza a két halmaz kozos része:

9 13
Ml—{_'—T\/_<I<8}.

Ha az alap értéke 1, az egyenl6tlenség nem teljesiilhet: Moy = ().
Ha 0 < 2% — 92 + 18 < 1, az egyenl6tlenség akkor igaz, ha a kitevé értéke pozitiv.

Ha az alap nagyobb 1-nél, akkor ¢ x < K;.

22 —92+18 >0, ha =<3 vagy x > 6,

9— /13 9+ /13
o vils 9V

2
-9 18<1, h
x x + <1, ha 5 x 5

Tehat a kiindulési halmaz:

9—-+13 9413
K3:{T<:E<3 vagy 6<;v<+T}.
Most a megoldas feltétele, hogy ezen a halmazon

22 — 120 +32 >0, azaz {z <4 vagy z > 8} = 3.

9— /13
Tehat Mgz{T\/_<x<3}.



Ha az alap értéke 0, az egyenl6tlenség teljesiil, ha a kitevs pozitiv valés szam.
2?2 — 92418 =0, ha = = 3 vagy = = 6. Koziiliik a kitevs akkor pozitiv, ha
x = 3, tehat My = {z = 3}.

Ha az alap értéke —1 és 0 kozott van, az egyenlGtlenség
értelmezve van, ha a kitevs egész, és teljestil is, ha a kitevd pozitiv egész,
vagy negativ paratlan egész.

22 -9z +18 <0, ha 3<x<6

9—+/5 9+5
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22— 92418 > —1, ha z < vagy © > —

A K5 kiindulési halmaz a kett6 kozos része:

2

5 9 5
K5={3<x< vagy +2\/_<x<6}.

A kitevében szerepl kifejezés: 2 — 122 + 32 = (x — 6)2 — 4, pozitiv értékd, ha ¢ < 4 vagy x > 8, vagyis a kitevs a
9-56

kiindulési halmaznak 3 < z < részhalmazan pozitiv. Mivel ez az intervallum a masodfoku fiiggvény szigortian

monoton csokkend részén helyezkedik el, a kitevs értékkészletére 2,85 < 22 — 12z + 32 < 5, tehat ha a kitevs pozitiv

egész, értéke csak 3 vagy 4 lehet. Az 22 — 122 4 32 = 3 egyenletnek K5-be es6 gydke z = 6 — /7, az 2® — 120+ 32 =4

945
2

egyenletnek K5-be es6 gydke z = 6 —2v/2, s mivel
M5:{x=6—\/7vagyx=6—2\/§}.

< x < 6 feltétellel a kitevs nem lesz negativ paratlan, tehat

Ha 2? — 92 + 18 = —1, az egyenlGtlenség értelmezve van, ha a kitevs értéke egész
szam, és teljesiil, ha a kitevs paratlan. 22 — 9z + 18 = —1, tehat
9+6 9-5
Ke=<z= vagy T = .
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Ezeket az x? — 12z + 32 polinomba helyettesitve a helyettesitési értek —1 + 5 tehat nem egész szam. Ezen a
részhalmazon a megoldasi halmaz fires.

Ha 22 — 9z 4 18 < —1, az egyenlGtlenségben szerepld kifejezés értelmezve van, ha a kitevs helyettesitési értéke egész
szam, és az egyenlGtlenség teljesiil, ha a kitevs negativ egész, vagy pozitiv paratlan egész.
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22 =9z +18 < —1, ha 5

a kitevs negativ, ha 4 < x < 8, tehat

K;_{4<x<9+\/g}, K;'_{9_2\/5<x<4}.

2

Mivel K7 a kitev6t ado (z — 6)% — 4 fiiggvény szigortian monoton csokkend

szakaszara esik, s a kitevének ezen az intervallumon a negativ értékei —4 és

0 k6zott vannak, a kitevs lehetséges értékei —1, —2 és —3. A kitevs ezeket

az értékeket rendre a 6 — v/3,6 — v/2 és 5 helyeken veszi fel. A kitevé pozi-
9-v5

készlete 0 < 22 — 1224+ 32 < 0,5 + 1,5v/5 ~ 2,8. Igy a kitevs akkor pozitiv
paratlan egész, ha értéke 1. Ezt a kitev6 az x = 6 — /5 helyen veszi fel. Te-
hat

tiv a < z < 4 intervallumon. Itt a kitevd szigorian monoton fogy, érték-

M, = {6—\/5, 62, 5, 6—\/5}.
Osszefoglalva a feladat megoldasai:

9+v13 9—-+13
T<x<8 vagy —

r=3 z=5 x=6-2V2, 2=6-V7, 2=6-V3, z=6-v2, z=6-—1/5.

<x <3, tovaibba



